
ч т о  и з  о ц е н к и  (27) п р и  k = l с л е д у е т , ч т о  2, e ( / r (2 j .  П о э т о м у  с о 
г л а с н о  у с л о в и ю  (25) и м е е м  \ f'(z,_) |

Д а л е е , о ц е н и м
г 1

F(zt) =   ̂ (z — zjf"(z)dz.
г ,

У ч и т ы в а я , ч т о  z ^ U  r{z. ) , м о ж н о  п о л у ч и т ь  о ц е н к у  э т о г о  и н т е г р а л а  
г а к  ж е , к а к  и  о ц е н к у  F (z0) , а  и м е н н о

I F (zd I ^  y  Iг / _  12'

Т о г д а  и з  (29) п р и  k = l п о л у ч и м

H/fL -
.API 2/ — г *

2т L

и , у ч и т ы в а я  (27) п р и  k = l, п р и д е м  к  н е р а в е н с т в у  (27) п р и  k = l-{-1. 
Т е о р е м а  5 д о к а з а н а .

З а м е т и м , ч т о  у с л о в и е  с х о д и м о с т и  (26) о з н а ч а е т  б л и з ос т ь  н а  
к о м п л е к с н о й  п л о с к о с т и  н а ч а л ь н о г о  п р и б л и ж е н и я  z„ к  и с к о м о м у  
к о р н ю  2 .. В  ч а с т н о с т и , э т о  у с л о в и е  м о ж е т  н е  в ы п о л н я т ь с я  д ля  в е 
щ е с т в е н н ы х  н а ч а л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й .

П р и  ч и с л е н н о й  р е а л и з а ц и и  м е т о д а  Н ь ю т о н а  м о ж н о  п о л ь зо в а т ь 
с я  к о м п л е к с н о й  а р и ф м е т и к о й , о д н а к о  и н о г д а  б ы в а е т  у до б н е е  р а з 
д е л и т ь  в  ф о р м у л а х  (24) д е й с т в и т е л ь н ы е  и  м н и м ы е  ч а с ти  и  п р о в о 
д и т ь  в ы ч и с л е н и я  т о л ь к о  с  в е щ е с т в е н н ы м и  ч и с л а м и .

§ 4. И т е р а ц и о н н ы е  м е т о д ы  д л я  с и с т е м  н е л и н е й н ы х  у р а вн е н и й 

1. О б щ и е  п о н я т и я . Р а с с м о т р и м  с и с т е м у  н е л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  

fi (х и  х 2, . . .  , х т ) = О ,

/■ 2 ( Х 1 > Х 2г  ■ ■ ■  у  х т )  —  О , ( П

f т  ( х 1у х 2 у •  • • i  Х т)  —  О ,

г д е  fi, i = l ,  2, . . . , m ,— ф у н к ц и и  в е щ е с т в е н н ы х  п е р е м е н н ы х  х „ . . .
х т . В  д а л ь н е й ш е м  с и с т е м у  (1) б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  оп е 

р а т о р н о е  у р а в н е н и е  в  н е к о т о р о м  л и н е й н о м  п р о с т р а н с т ве  Н р а з 
м е р н о с т и  т . О б о з н а ч и м

х = (х ь  х 2, . . . , i „ ) r e / / ,

F(x) =  (/i(x), f2{x). . . . ,  fm(x))T

и  з а п и ш е м  (1) в  в и д е  о п е р а т о р н о г о  у р а в н е н и я

F (х ) = 0 , (2)

г д е  F: Fl-+Fi  — о т о б р а ж е н и е , н е л и н е й н о е , в о о б щ е  г о в о р я , и з  Н в  Н .
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М н о г и е  о д н о ш а г о в ы е  и т е р а ц и о н н ы е  м е т о д ы  д л я  р е ш е н и я  с и 
с т е м ы  (2) м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е  

„*+1 л
Bk+1 - ----------- h F (xk) =  0, k — 0, 1, . . . ,  x0 з а д а н , (3)

TA+1
г д е  k — н о м е р  и т е р а ц и и ,

xk =  (xl *1 л т)r ,

т к +1 — ч и с л о в ы е  п а р а м е т р ы , Bk+i — м а т р и ц а  m X m , и м е ю щ а я  о б 
р а т н у ю .

Е с л и  F — л и н е й н ы й  о п е р а т о р , т о  (3) с о в п а д а е т  с  к а н о н и ч е с к о й  ф о р м о й 
о д н о ш а г о в о г о  и т е р а ц и о н н о г о  м е т о д а  (с м . § 1 г л . 2 ), т . е . в  в и д е  (3) м о ж н о  з а 
п и с а т ь  л ю б о й  о д н о ш а г о в ы й  м е т о д  д л я  л и н е й н о й  с и с т е м ы у р а в н е н и й . В  с л у ч а е 
н е л и н е й н о й  с и с т е м ы  (1 ) в о з м о ж н ы  м е т о д ы , с о д е р ж а щ и е  н о в у ю  и т е р а ц и ю  x* + 1  

н е л и н е й н о , и  т е м  с а м ы м  н е  п р е д с т а в и м ы е  в  в и д е  (3 ). О д н а к о  м ы  п о -п р е ж н е м у 
б у д е м  н а з ы в а т ь  к а н о н и ч е с к о й  ф о р м о й  з а п и с ь  и т е р а ц и о нн о г о  м е т о д а  в  в и д е  (3 ).

Д л я  н а х о ж д е н и я  х ,1+1 п о  и з в е с т н о м у  х к и з  у р а в н е н и я  (3) н е о б 
х о д и м о  р е ш и т ь  с и с т е м у  л и н е й н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в не н и й

Bk+ixk+i = g(xh), (4)

г д е  g(xk) =Bh+ixk—rk+lF(xh) . М е т о д  (3) н а з ы в а е т с я  я в н ы м , е с л и  
В к +1 = Е д л я  в с е х  k = Q, 1, . . . ,  и  н е я в н ы м — в  п р о т и в н о м  с л у ч а е . М е 
т о д  (3) н а з ы в а е т с я  с т а ц и о н а р н ы м , е с л и  В и  т  н е  з а в и с я т  о т  н о м е р а  
и т е р а ц и и  k. С и с т е м у  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  (4) м о ж н о  р е ш а т ь  л и б о  
п р я м ы м , л и б о  и т е р а ц и о н н ы м  м е т о д о м . В  п о с л е д н е м  с л у ча е  и т е р а 
ц и и , п р и в о д я щ и е  к  р е ш е н и ю  с и с т е м ы  (4 ), н а з ы в а ю т с я  в н у т р е н н и 
м и  и т е р а ц и я м и , а  и т е р а ц и и  (3) — в н е ш н и м и  и т е р а ц и я м и .

2. С х о д и м о с т ь  с т а ц и о н а р н о г о  м е т о д а . О с т а н о в и м с я  к р а т к о  н а  
в о п р о с е  о  с х о д и м о с т и  м е т о д а  (3). П р е д п о л о ж и м , ч т о  ме т о д  (3) — 
с т а ц и о н а р н ы й , т . е . В и  т  н е  з а в и с я т  о т  k. Т о г д а  у р а в н е н и е  (3) м о ж 
н о  п е р е п и с а т ь  в  в и д е

xh+l = S(xh), (5)

а  и с х о д н о е  у р а в н е н и е  (2) — в  в и д е

x=S(x) , (6)
г д е  S (x ) =х —тB~lF(x).

Б у д е м  с ч и т а т ь , ч т о  Н — к о н е ч н о м е р н о е  л и н е й н о е  н о р м и р о в а н 
н о е  п р о с т р а н с т в о , т . е . ч т о  о п р е д е л е н  ф у н к ц и о н а л  22V V||, у д о в л е т в о 
р я ю щ и й  в с е м  а к с и о м а м  н о р м ы .

Т о ч к а  д :е Я ,  д л я  к о т о р о й  S(x t) = x t, н а з ы в а е т с я  н е п о д в и ж н о й 
т о ч к о й  о п е р а т о р а  S. О ч е в и д н о , ч т о  т о ч к а  х щ я в л я е т с я  р е ш е н и е м  о п е 
р а т о р н о г о  у р а в н е н и я  (2) т о г д а  и  т о л ь к о  т о г д а , к о г д а о н а  я в л я е т с я  
н е п о д в и ж н о й  т о ч к о й  о п е р а т о р а  S. Т а к и м  о б р а з о м , о т ы ск а н и е  к о р 
н е й  у р а в н е н и я  (2) э к в и в а л е н т н о  о т ы с к а н и ю  н е п о д в и ж н ых  т о ч е к  
о п е р а т о р а  5.

Г о в о р я т , ч т о  S я в л я е т с я  с ж и м а ю щ и м  о п е р а т о р о м  н а  м н о ж е с т в е
К ^Н . к а ч ф ф и  : ; о н . е л  п и  с у щ е с т в у е т  ч и с л о  <?e(Q 1)
т а к о е  д л я  •"-r=.V ч ы и о л  я е -т я  н е р а в е н с т в о
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Т е п е р ь  м ы  в  с о с т о я н и и  с ф о р м у л и р о в а т ь  т е о р е м у , к о т о ра я  н а з ы 
в а е т с я  п р и н ц и п о м  с ж и м а ю щ и х  о т о б р а ж е н и й и  с о д е р ж и т  у с л о в и я  
с х о д и м о с т и  м е т о д а  п р о с т о й  и т е р а ц и и

x'1+, =  S ( ^ ) (7)

в  к о н е ч н о м е р н о м  л и н е й н о м  н о р м и р о в а н н о м  п р о с т р а н с т в е Н . О н а  
я в л я е т с я  м н о г о м е р н ы м  а н а л о г о м  т е о р е м ы  1 и з  § 2.

Т е о р е м а 1. П у с т ь  о п е р а т о р  S о п р е д е л е н  н а  м н о ж е с т в е

Ur(a) =  ( x e t f :  ||х —я ||< г }

и  я в л я е т с я  с ж и м а ю щ и м  о п е р а т о р о м  н а  э т о м  м н о ж е с т в е  с к о э ф ф и 
ц и е н т о м  с ж а т и я  q, п р и ч е м

IIS ( « ) - « ! ! < (  1— <7) г , 0L< < 7 <  1. (8)

Т о г д а  в  Ur(a) о п е р а т о р  S и м е е т  е д и н с т в е н н у ю  н е п о д в и ж н у ю 
т о ч к у х # и  и т е р а ц и о н н ы й  м е т о д (7) с х о д и т с я  к х . п р и  л ю б о м х °<= 
<=UT(a). Д л я п о г р е ш н о с т и  с п р а в е д л и в ы  о ц е н к и

II** — xt \ \^ q k\\x° — х ,||, (9)

I х * — x , | K y ^ - | | S ( x 0) — х °||. (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1 м о ж н о  н а й т и  в  [42].
3. П р и м е р ы  и т е р а ц и о н н ы х  м е т о д о в .
П р и м е р 1. М е т о д  р е л а к с а ц и и п р е д с т а в л я е т  с о б о й  ч а с т н ы й  

с л у ч а й  м е т о д а  (3 ), к о г д а  Bh+t = E, т й +1= т . Э т о  с т а ц и о н а р н ы й  и т е 
р а ц и о н н ы й  м е т о д , к о т о р ы й  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е

xh+> = S(xh), 
г д е

5  (х ) =  х —t-F (x ).

М е т о д  с х о д и т с я , е с л и  ||S '(x  ) | |< 1 .  В  д а н н о м  с л у ч а е S '(x )  =  
= Е—т -Р (х ) и

d f x (x) df i  (x) ”
d x t d x2 d x ,n

d f - (x) d f , (x) d f , (x)
F ' ( * )  = d x x d x2 d*m

У т « d f m (*) df.., (x)

_  d x x dx,, d x m -

(П )

П р и м е р 2. М е т о д  П и к а р а . П у с т ь  F(x) п р е д с т а в л я е т с я  в  в и д е  

F(x) = Ax-\-G (х ) ,

г д е  А — м а т р и ц а  п г 'Х п г . Т о г д а  и т е р а ц и и  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  с л е д у ю 
щ и м  о б р а з о м :

Axh+i +  G{xk) = 0 .
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И т е р а ц и о н н ы й  м е т о д  м о ж н о  п е р е п и с а т ь  в  в и д е  

A(xk~'—xk)+F(xh)= О ,

т . е . в  к а н о н и ч е с к о й  ф о р м е  (3) с  Bh+I = A, xh+l= \.  М о ж н о  и  з д е с ь  
в в е с т и  и т е р а ц и о н н ы й  п а р а м е т р  и  р а с с м а т р и в а т ь  б о л е е  о б щ и й  м е 
т о д

vk+i k
А ------- — +  F(xk) =  Q.

П р и м е р 3. М е т о д  Н ь ю т о н а д л я  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  (Г ) с т р о 
и т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .

П у с т ь  п р и б л и ж е н и е  xk =  (x%, х ки . . . ,  х кп )т у ж е  и з в е с т н о . В ы п и 
ш е м  р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  fi(xu х 2, . . . .  х т ) п о  ф о р м у л е  Т е й л о р а  в  
т о ч к е  х к ,
t  /  \  е / k  k  к  \ , / k \ d/i (а )fi  Л Г 2, • • . | %tn) — fi (-̂ Lt -*-2» • ■  ■  f %rn) +  (- l̂ -̂ -l) д  “f“UX±

+  (xi
d x ~

, ,  k. dh(x‘)
\Xm — Xtn) dx„

+  0{ \x — xk I2),

и  о т б р о с и м  в е л и ч и н ы  в т о р о г о  п о р я д к а  м а л о с т и . Т о г д а  с и с т е м а  (1) 
з а м е н и т с я  с и с т е м о й  у р а в н е н и й

т  g t  i x k \

2 ( ^ 7  — М ) “ ------Vji{xk) =  0, i = l , 2 ,  . .. , т , (12)
/=1 >

л и н е й н о й  о т н о с и т е л ь н о  п р и р а щ е н и й  xs—х ), / =  1, 2, . . . ,  т . Р е ш е 
н и е  х ={х и  х 2, . . . ,  х т )Т с и с т е м ы  (12) п р и м е м  з а  с л е д у ю щ е е  п р и 
б л и ж е н и е  и  о б о з н а ч и м  ч е р е з

х к +1 — ( 4 Д  . . . , х кг .1)т .

Т а к и м  о б р а з о м , и т е р а ц и о н н ы й  м е т о д  Н ь ю т о н а  д л я  (1) оп р е д е 
л я е т с я  с и с т е м о й  у р а в н е н и й

m  д !  ( x k )

V  (* / f l  -  Х к )  -Ц —L +  и  (х к ) =  О , t =  l , 2____ш , (13)
.2— а х ,-

и з  к о т о р о й  п о с л е д о в а т е л ь н о , н а ч и н а я  с  з а д а н н о г о  х ° =  (х °и  .. . ,х пп 1) , 
н а х о д я т с я  в е к т о р ы  х к , k=l ,  2 ,. . .

С и с т е м у  (13) м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в е к т о р н о м  в и д е

F'(xh) {х к +'—xh)A-F(xk) = 0 , k = 0, 1, . . .  , х ° з а д а н , (14)

г д е  м а т р и ц а  F'(x) о п р е д е л е н а  с о г л а с н о  (11). Т а к и м  о б р а з о м , м е 
т о д  Н ь ю т о н а  и м е е т  к а н о н и ч е с к и й  в и д  (3), г д е

Bk+l = F'(xk), т й +1 =  1.

Д л я  р е а л и з а ц и и  м е т о д а  Н ь ю т о н а  н е о б х о д и м о  с у щ е с т в о в ан и е  
м а т р и ц  (F'(xk))~\ о б р а т н ы х  F'(xk). П о  п о в о д у  с х о д и м о с т и  м е т о д а  
Н ь ю т о н а  д л я  с и с т е м  у р а в н е н и й  м о ж н о  с к а з а т ь  т о  ж е , чт о  и  в  с л у -
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ч а е  о д н о г о  у р а в н е н и я , а  и м е н н о , м е т о д  и м е е т  к в а д р а ти ч н у ю  с х о д и 
м о с т ь , е с л и  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  в ы б р а н о  д о с т а т о ч но  х о р о ш о .

П р и в е д е м  б е з  д о к а з а т е л ь с т в а  о дн у  и з  т е о р е м  о  с х о д и м о с т и  м е т о д а  Н ь ю 
т о н а .

П у с т ь  Е т— м н о ж е с т в о  m-м е р н ы х  в е щ е с т в е н н ы х  в е к т о р о в  с  н о р м о й 1|х || =
/  т  у /,

=  [ ,|И !| — н о р м а  м а т р и ц ы  А , п о д ч и н е н н а я  д а н н о й  н о р м е  в е к т о р а .

V i = 1 .

О б о з н а ч и м
Ur (x°) =  {.<<=Е т : ||х —х °\\ <  г }

и  п р е д п о л о ж и м , ч т о  в  ш а р е  UT(x°) ф у н к ц и и  fi(x), i =  1, 2 , . . . ,  т , н е п р е р ы в н о 
д и ф ф е р е н ц и р у е м ы .

Т е о р е м а 2. П р е д п о л о ж и м , ч т о  в  UT(x°) м а т р и ц а  F'(x) у д о в л е т в о р я е т у с 
л о в и ю  Л и п ш и ц а  с  п о с т о я н н о й L, т . е .

Н Е ' (х1)— F'  (л ?) || L\\x'—  д г 2||

д л я  л ю б ы х  х ’, x2e U r(x°). П у с т ь  в  UT(xA) м а т р и ц а  (Е '(х )) -1 с у щ е с т в у е т , п р и ч е м 
э л е м е н т ы  е е  н е п р е р ы в н ы  и

1!( F’ (x ) ) -4 ]^ M .

Е с л и  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  х ° т а к о в о , ч т о ||.F(xo) И  =^т ) и

п р и ч е м
о о

М ц 2  92*-1 <  г ,
k—{'

т о  с и с т е м а  у р а в н е н и й (2 ) и м е е т  р е ш е н и е  x . e U r(x0), к  к о т о р о м у  с х о д и т с я  м е т о д 
Н ь ю т о н а (14). О ц е н к а  п о г р е ш н о с т и  д а е т с я  н е р а в е н с т в о м

, ( А 1
II к  — -X» | 5С  М т \ ----- -k .

1-<?2

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2 м о ж н о  н а й т и  в  [42].

П р и м е р 4. М о д и ф и ц и р о в а н н ы й  м е т о д  Н ь ю т о н а и м е е т  в и д

F'(x°) (xk+i—xh)+F(xk) = 0  (15)

и  о б л а д а е т  л и н е й н о й  с х о д и м о с т ь ю . У п р о щ е н и е  в  ч и с л е нн о й  р е а л и 
з а ц и и  п о  с р а в н е н и ю  с  о б ы ч н ы м  м е т о д о м  Н ь ю т о н а  с о с т о ит  в  т о м , 
ч т о  м а т р и ц у  F' (х ) н а д о  о б р а щ а т ь  н е  н а  к а ж д о й  и т е р а ц и и , а  л и ш ь  
о д и н  р а з . В о з м о ж н о  ц и к л и ч е с к о е  п р и м е н е н и е  м о д и ф и ц и ро в а н н о г о  
м е т о д а  Н ь ю т о н а , к о г д а  F'(x) о б р а щ а е т с я  ч е р е з  о п р е д е л е н н о е  ч и с 
л о  и т е р а ц и й .

П  р  и  м  е  р  5. М е т о д  Н ь ю т о н а  с  п а р а м е т р о м и м е е т  в и д

F' (.х k) +  F (xk) =  0. (16)
T: р

Р а с с м о т р е н н ы е  д о  с и х  п о р  м е т о д ы  я в л я л и с ь  л и н е й н ы м и  о т н о 
с и т е л ь н о  н о в о й  и т е р а ц и и  я *41. В о з м о ж н ы  и  н е л и н е й н ы е м е т о д ы , к о г 
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д а  д л я  в ы ч и с л е н и я  xh+i п р и х о д и т с я  р е ш а т ь  н е л и н е й н ы е  с и с т е м ы  
у р а в н е н и й . П р и в е д е м  п р и м е р ы  т а к и х  м е т о д о в .

П р и м е р 6. Н е л и н е й н ы й  м е т о д  Я к о б и д л я  с и с т е м ы  (1) и м е е т  
в и д

/; (4, 4, ■ k k+l k 
, Xj—i, Xi t Xij-iy .

i =  1, 2 , . . . ,  m.

4 0  =  0, (17)

З д е с ь  д л я  о т ы с к а н и я  xk+l н е о б х о д и м о  р е ш и т ь  m н е з а в и с и м ы х  
с к а л я р н ы х  у р а в н е н и й . Д л я  р е ш е н и я  с к а л я р н о г о  у р а в н е ни я  м о ж н о  
п р и м е н и т ь  к а к о й -л и б о  и з  и т е р а ц и о н н ы х  м е т о д о в , р а с с мо т р е н н ы х  
в  § 1, п р и ч е м  н е  о б я з а т е л ь н о  п р и м е н я т ь  о д и н  и  т о т  же  м е т о д  д л я  
в с е х  у р а в н е н и й .

П р и м е р 7. Н е л и н е й н ы й  м е т о д  З е й д е л я с о с т о и т  в  п о с л е д о в а 
т е л ь н о м  р е ш е н и и  у р а в н е н и й

f.(yk+l xk+l 4 +l уk 4 л  — n11 , л 2 , . . . , л 1 , л 4+1, . . . »  Л т ) — и (18)

г а Ь . 1
о т н о с и т е л ь н о  п е р е м е н н о й  х ,- , i =  1, 2, . . . , m.

Б о л ь ш о е  р а с п р о с т р а н е н и е  п о л у ч и л и  г и б р и д н ы е  м е т о д ы , к о г д а  
в н е ш н и е  и т е р а ц и и  о с у щ е с т в л я ю т с я  о д н и м  м е т о д о м , а  в ну т р е н н и е  —  
д р у г и м . П р и  э т о м  ч и с л о  в н у т р е н н и х  и т е р а ц и й  м о ж е т  б ыт ь  ф и к с и 
р о в а н н ы м  и  н е  о ч е н ь  б о л ь ш и м , т а к  ч т о  в н у т р е н н и е  и т ер а ц и и  н е  д о 
в о д я т с я  д о  с х о д и м о с т и . В  р е з у л ь т а т е  п о л у ч а е т с я  н е к от о р ы й  н о в ы й  
м е т о д , с о ч е т а ю щ и й  с в о й с т в а  и с х о д н ы х  м е т о д о в . П р и в е де м  п р и м е 
р ы  т а к и х  м е т о д о в .

П р и м е р 8. В н е ш н и е  и т е р а ц и и — п о  З е й д е л ю  и  в н у т р е н н и е — 
п о  Н ь ю т о н у . З д е с ь  в  к а ч е с т в е  о с н о в н о й  (в н е ш н е й ) и т е р а ц и и  в ы б и 
р а е т с я  н е л и н е й н ы й  м е т о д  З е й д е л я  (18), а  д л я  н а х о ж д ен и я  4 +l 
и с п о л ь з у е т с я  м е т о д  Н ь ю т о н а . О б о з н а ч и м  г /, =  х *+1. То г д а  и т е р а ц и и  
о п р е д е л я ю т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

4  + 1  r * + l  y .S 4  4  ч  / Л - 1  S\  .(,-П  , Х 2 , . . . , Л ,-!, у и  л 4+1, . . . , Х щ ) [tji — У ц -f-

+ П 4+\ , 44,4,4».........4.) =  о ,„s-и

5 =  0 , 1 , . . . , / , 4  =  4 , yl4 = x Y \

i '= l ,  2 ........m.

(19)

З д е с ь  и н д е к с о м  s о б о з н а ч е н  н о м е р  в н у т р е н н е й  и т е р а ц ии .
И н о г д а  в  (19) д е л а ю т  в с е г о  о д н у  в н у т р е н н ю ю  и т е р а ц и ю, п о л а 

г а я  1 = 0, yai= x t ,y \  — 4 fl. Т о г д а  п р и х о д я т  к  с л е д у ю щ е м у  и т е р а 
ц и о н н о м у  м е т о д у :

4 li. (vk+l rk+l 4+ i 4  xk, Л 2 » • • • t Li X i, Л ^-i, .
dxi

4- f- (xkH v - +1 4  4
1 / l \Л 1 * • • • t 1» X/ > X l+ lt

. • , x m) (X; +1 —  X ;)

. . . , 4 . )  =  0, k =  0, 1 , . . . (20)

212



В  ч а с т н о с т и , п р и  т  = 2 м е т о д  (20) п р и н и м а е т  в и д

dfl(xJ'  ^  (4Л  -  4) +  h (4,4) =  0,dXl
(21)

( * Г \  4  (х !н - х к ) +  h  ( 4 +1, **) =  0.
и Х %

П р и м е р 9. В н е ш н и е  и т е р а ц и и — п о  Н ь ю т о н у  и  в н у т р е н н и е — 
п о  З е й д е л ю . З а п и ш е м  м е т о д  Н ь ю т о н а  д л я  с и с т е м ы  (2) в  в и д е

F' (xft) (x*+1— х к ) +F {х к ) = 0 , (22)

dfi (*к )
г д е  F'(xk) = (й ц ), а у = --------- , i, / =  1, 2, . .  . ,  m. Д л я  р е ш е н и я

dxj
с и с т е м ы  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  (22) в о с п о л ь з у е м с я  м е т о до м  З е й д е л я . 
Н а п о м н и м  (с м . § 1 г л . 2 ), ч т о  д л я  л и н е й н о й  с и с т е м ы

Aw+F = Q (23)

м е т о д  З е й д е л я  с т р о и т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м . М а т р и ц а  А п р е д с т а в 
л я е т с я  в  в и д е  с у м м ы  А  = Л _ + /) - |-Л +, г д е  м а т р и ц ы  Л _, А +, D с о о т 
в е т с т в е н н о  н и ж н я я  т р е у г о л ь н а я , в е р х н я я  т р е у г о л ь н а я  и  д и а г о н а л ь 
н а я . И т е р а ц и и  м е т о д а  З е й д е л я  с т р о я т с я  п о  п р а в и л у

{A_+D)wa+l+ A +wa+F = 0,  s =  0, 1, . . . , / ,  (24)

и  с и с т е м а  (24) р е ш а е т с я  п у т е м  о б р а щ е н и я  н и ж н е й  т р е уг о л ь н о й  
м а т р и ц ы  A-A-D.

В  с л у ч а е  с и с т е м ы  (22) н а д о  п о л о ж и т ь  A = F'(xk), в ы ч и с л и т ь  п о 
с л е д о в а т е л ь н о  в е к т о р ы  ws с о г л а с н о  (24), н а ч и н а я  с  w° = 0, и  п о л о 
ж и т ь  wl+l = xk+l —х к , т а к  ч т о  х к +> = xk-\-wI+l.

З а м е т и м , ч т о  и т е р а ц и и  п о  З е й д е л ю  м о ж н о  о с у щ е с т в л я т ь и  о т 
н о с и т е л ь н о  в е к т о р а  х ',+1.

П у с т ь  в  (24) с о в е р ш а е т с я  т о л ь к о  о д н а  и т е р а ц и я , т . е. 1 = 0. Т о г 
д а , у ч и т ы в а я , ч т о  ш ° =  0, wl = xk+l—х к , п о л у ч и м  м е т о д

(А_+£>) (xk+l—х к ) + F  (**) =  0, (25)

г д е  Л _ + 0  — «н и ж н я я  т р е у г о л ь н а я » ч а с т ь  м а т р и ц ы  Я к о б и (11), 
в ы ч и с л е н н о й  п р и  х = х к .

В  ч а с т н о с т и , п р и  т  = 2 м е т о д  (25) п р и н и м а е т  в и д

(х ки  4 ) (х к+1 -  4 ) +  h  (х к , Х к ) =  о ,и

(А 4) (4п  - А  + -&- (4 , А ( 4 м  -  А +и  А  А= о .
д х \ д х 2

(26)

С о п о с т а в л е н и е  (21) и  (26) п о к а з ы в а е т , ч т о  м е т о д ы , ра с с м о т 
р е н н ы е  в  д в у х  п о с л е д н и х  п р и м е р а х , н е  с о в п а д а ю т .
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