
ч т о  н а  р а в н о м е р н о й  с е т к е  в  т о ч к е  х  = х { и м е е т  м е с т о  а п п р о к с и м а ц и я  
О  {К 1). П о к а ж е м , ч т о  н а  н е р а в н о м е р н о й  с е т к е  {h{̂ h t+l) п о г р е ш 
н о с т ь  а п п р о к с и м а ц и и  б у д е т  и м е т ь  т о л ь к о  п е р в ы й  п о р я до к . П о д с т а в 
л я я  р а з л о ж е н и я  (11), (12) в  в ы р а ж е н и е  (10) д л я  L2ti (х ), п о л у ч и м

L'z.i (х ) =  и " (х ) +  х̂ с  — х + 1+1 kl j и " (х ) +  О  (h2).

З д е с ь  д а ж е  н а  р а в н о м е р н о й  с е т к е  в т о р о й  п о р я д о к  а п п ро к с и м а 
ц и и  и м е е т  м е с т о  л и ш ь  в  т о ч к е  х  = х и а  о т н о с и т е л ь н о  д р у г и х  т о ч е к  
(н а п р и м е р , т о ч е к  х  =  и  x = xi+i) в ы п о л н я е т с я  а п п р о к с и м а ц и я
т о л ь к о  п е р в о г о  п о р я д к а .

Г Л А В А 5

Р Е Ш Е Н И Е  Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  И  С И С Т Е М  У Р А В Н Е Н И Й

§ 1. П р и м е р ы  и т е р а ц и о н н ы х  м е т о д о в  р е ш е н и я 
н е л и н е й н ы х  у р а в н е н и й

1. В в е д е н и е . П у с т ь  з а д а н а  ф у н к ц и я  f(x) д е й с т в и т е л ь н о г о  п е р е 
м е н н о г о . Т р е б у е т с я  н а й т и  к о р н и  у р а в н е н и я

f ( x ) =  0  (1 )
и л и , ч т о  т о  ж е  с а м о е , н у л и  ф у н к ц и и  f(x).

У ж е  н а  п р и м е р е  а л г е б р а и ч е с к о г о  м н о г о ч л е н а  и з в е с т н о , ч т о  н у л и  
f (x) м о г у т  б ы т ь  к а к  д е й с т в и т е л ь н ы м и , т а к  и  к о м п л е к с н ы м и. П о э т о 
м у  б о л е е  т о ч н а я  п о с т а н о в к а  з а д а ч и  с о с т о и т  в  н а х о ж д ен и и  к о р н е й  
у р а в н е н и я  (1 ), р а с п о л о ж е н н ы х  в  з а д а н н о й  о б л а с т и  к о мп л е к с н о й  
п л о с к о с т и . М о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  т а к ж е  з а д а ч у  н а х о ж д ен и я  д е й с т 
в и т е л ь н ы х  к о р н е й , р а с п о л о ж е н н ы х  н а  з а д а н н о м  о т р е з к е. И н о г д а , 
п р е н е б р е г а я  т о ч н о с т ь ю  ф о р м у л и р о в о к , б у д е м  г о в о р и т ь , ч т о  т р е б у 
е т с я  р е ш и т ь  у р а в н е н и е  (1).

З а д а ч а  н а х о ж д е н и я  к о р н е й  у р а в н е н и я  (1) о б ы ч н о  р е ш а ет с я  в  
д в а  э т а п а . Н а  п е р в о м  э т а п е  и з у ч а е т с я  р а с п о л о ж е н и е  ко р н е й  (в  о б 
щ е м  с л у ч а е  н а  к о м п л е к с н о й  п л о с к о с т и ) и  п р о в о д и т с я  их  р а з д е л е 
н и е , т . е . в ы д е л я ю т с я  о б л а с т и  в  к о м п л е к с н о й  п л о с к о ст и , с о д е р ж а 
щ и е  т о л ь к о  о д и н  к о р е н ь . К р о м е  т о г о , и з у ч а е т с я  в о п р ос  о  к р а т н о 
с т и  к о р н е й . Т е м  с а м ы м  н а х о д я т с я  н е к о т о р ы е  н а ч а л ь н ы е п р и б л и ж е 
н и я  д л я  к о р н е й  у р а в н е н и я  (1). Н а  в т о р о м  э т а п е , и с п ол ь з у я  з а д а н 
н о е  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е , с т р о и т с я  и т е р а ц и о н н ы й  п ро ц е с с , п о 
з в о л я ю щ и й  у т о ч н и т ь  з н а ч е н и е  о т ы с к и в а е м о г о  к о р н я .

Н е  с у щ е с т в у е т  к а к и х -т о  о б щ и х  р е г у л я р н ы х  п р и е м о в  р е ше н и я  
з а д а ч и  о  р а с п о л о ж е н и и  к о р н е й  п р о и з в о л ь н о й  ф у н к ц и и  f(x). Н а и 
б о л е е  п о л н о  и з у ч е н  в о п р о с  о  р а с п о л о ж е н и и  к о р н е й  а л ге б р а и ч е с к и х  
м н о г о ч л е н о в

f ( x )=a0 + aix+a2x2+ . . .  + amxm. (2)

Н а п р и м е р  и з в е с т н о , ч т о  е с л и  д л я  м н о г о ч л е н а  (2) с  д ей с т в и т е л ь н ы м и  к о э ф - 
ф и ц е н т а м и  в ы п о л н е н ы  н е р а в е н с т в а

((c) > 0 , f'(c) > 0.......f(m>(c) > 0 ,
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т о  п о л о ж и т е л ь н ы е  к о р н и  }(х ) н е  п р е в о с х о д я т  ч и с л а  с . Д е й с т в и т е л ь н о , и з  ф о р 
м у л ы  Т е й л о р а

/  (X) =  /  (с ) +  ( х - с ) Г  (с ) +  (* ~ С )2 г  ( * ) + • ■ ■ +  !{т ) W

п о л у ч а е м , ч т о  / ( * ) > 0  п р и  х ^ с .

Ч и с л е н н ы е  м е т о д ы  р е ш е н и я  н е л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  я в л я ют с я , 
к а к  п р а в и л о , и т е р а ц и о н н ы м и  м е т о д а м и , к о т о р ы е  п р е д п ол а г а ю т  з а 
д а н и е  д о с т а т о ч н о  б л и з к и х  к  и с к о м о м у  р е ш е н и ю  н а ч а л ь ны х  д а н н ы х .

П р е ж д е  ч е м  п е р е х о д и т ь  к  и з л о ж е н и ю  к о н к р е т н ы х  и т е р а ци о н 
н ы х  м е т о д о в , о т м е т и м  д в а  п р о с т ы х  п р и е м а  о т д е л е н и я  де й с т в и т е л ь 
н ы х  к о р н е й  у р а в н е н и я  (1). П р е д п о л о ж и м , ч т о  f(x) о п р е д е л е н а  и  
н е п р е р ы в н а  н а  [а , Ь ].

П е р в ы й  п р и е м  с о с т о и т  в  т о м , ч т о  в ы ч и с л я е т с я  т а б л и ц а з н а ч е 
н и й  ф у н к ц и и  f(x) в  з а д а н н ы х  т о ч к а х  xĥ [a ,  b], k = Q, 1, . . .  , п . Е с л и  
о б н а р у ж и т с я , ч т о  п р и  н е к о т о р о м  k ч и с л а  f (xh), f(xh+t) и м е ю т  р а з 
н ы е  з н а к и , т о  э т о  б у д е т  о з н а ч а т ь , ч т о  н а  и н т е р в а л е  (х к , л г *+1) у р а в 
н е н и е  (1) и м е е т  п о  к р а й н е й  м е р е  о д и н  д е й с т в и т е л ь н ы й к о р е н ь  (т о ч 
н е е , и м е е т  н е ч е т н о е  ч и с л о  к о р н е й  н а  {х к , х *+1) ) .  З а т е м  м о ж н о  р а з 
б и т ь  и н т е р в а л  (xh, xh+l) н а  б о л е е  м е л к и е  и н т е р в а л ы  и  с  п о м о щ ь ю  
а н а л о г и ч н о й  п р о ц е д у р ы  у т о ч н и т ь  р а с п о л о ж е н и е  к о р н я .

Б о л е е  р е г у л я р н ы м  с п о с о б о м  о т д е л е н и я  д е й с т в и т е л ь н ы х  к о р н е й  
я в л я е т с я  м е т о д  б и с е щ и и  (д е л е н и я  п о п о л а м ). П р е д п о л о ж и м , ч т о  н а  
(а , Ь ) р а с п о л о ж е н  л и ш ь  о д и н  к о р е н ь  х , у р а в н е н и я  (1). Т о г д а  f(a) 
и  f(b) и м е ю т  р а з л и ч н ы е  з н а к и . П у с т ь  д л я  о п р е д е л е н н о с т и  f ( a ) >  
> 0 , f(b) < 0 . П о л о ж и м  х 0 =  0 ,5(а  + b) и  в ы ч и с л и м  f (x0). Е с л и  f (x0) <  
< 0 , т о  и с к о м ы й  к о р е н ь  н а х о д и т с я  н а  и н т е р в а л е  (а , х 0), е с л и  ж е  
f (xa) > 0, т о  х , е ( х 0, Ь ). Д а л е е , и з  д в у х  и н т е р в а л о в  (о , х 0) и  (х 0, Ь ) 
в ы б и р а е м  т о т , н а  г р а н и ц а х  к о т о р о г о  ф у н к ц и я  }(х ) и м е е т  р а з л и ч 
н ы е  з н а к и , н а х о д и м  т о ч к у  х , — с е р е д и н у  в ы б р а н н о г о  и нт е р в а л а , в ы 
ч и с л я е м  f(x,) и  п о в т о р я е м  у к а з а н н ы й  п р о ц е с с . В  р е з у л ь т а т е  п о л у 
ч а е м  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  и н т е р в а л о в , с о д е р ж а щ и х  и с к ом ы й  к о р е н ь  
х ,, п р и ч е м  д л и н а  к а ж д о г о  п о с л е д у ю щ е г о  и н т е р в а л а  в д в о е  м е н ь ш е , 
ч е м  п р е д ы д у щ е г о . П р о ц е с с  з а к а н ч и в а е т с я , к о г д а  д л и н а в н о в ь  п о л у 
ч е н н о г о  и н т е р в а л а  с т а н е т  м е н ь ш е  з а д а н н о г о  ч и с л а  е > 0, и  в  к а ч е с т 
в е  к о р н я  х , п р и б л и ж е н н о  п р и н и м а е т с я  с е р е д и н а  э т о г о  и н т е р в а л а .

З а м е т и м , ч т о  е с л и  н а  (а , Ь ) и м е е т с я  н е с к о л ь к о  к о р н е й , т о  у к а 
з а н н ы й  п р о ц е с с  с о й д е т с я  к  о д н о м у  и з  к о р н е й , н о  з а р ан е е  н е и з в е с т 
н о , к  к а к о м у  и м е н н о . М о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  п р и е м  в ы д е ле н и я  к о р 
н е й : е с л и  к о р е н ь  х  = х . к р а т н о с т и  m н а й д е н , т о  р а с с м а т р и в а е т с я  
ф у н к ц и я

g{x) =  / ( х ) / ( х —x .)m

и  д л я  н е е  п о в т о р я е т с я  п р о ц е с с  н а х о ж д е н и я  к о р н я .
2. М е т о д  п р о с т о й  и т е р а ц и и . О н  с о с т о и т  в  т о м , ч т о  у р а в н е н и е  (1) 

з а м е н я е т с я  э к в и в а л е н т н ы м  у р а в н е н и е м

x =  s(x ) (3)

и  и т е р а ц и и  о б р а з у ю т с я  п о  п р а в и л у

*n+i =  s (x n), п  = 0, 1, . . . ,  (4)
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п р и ч е м  з а д а е т с я  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  х „. Д л я  с х о д и м о с т и  б о л ь 
ш о е  з н а ч е н и е  и м е е т  в ы б о р  ф у н к ц и и  s(x). Э т у  ф у н к ц и ю  м о ж н о  з а 
д а в а т ь  р а з л и ч н ы м и  с п о с о б а м и , о д н а к о  о б ы ч н о  о н а  б е р ет с я  в  в и д е

« W  =x + r(x)f(x),  (5)

п р и ч е м  ф у н к ц и я  т (х ) н е  м е н я е т  з н а к а  н а  т о м  о т р е з к е , г д е  о т ы с к и 
в а е т с я  к о р е н ь . В  § 2 б у д е т  п о к а з а н о , ч т о  м е т о д  п р о ст о й  и т е р а ц и и  
с х о д и т с я  п р и  н а д л е ж а щ е м  в ы б о р е  н а ч а л ь н о г о  п р и б л и ж е ни я  х а , 
е с л и  |s'(x.) | <  1, г д е  х. — к о р е н ь  у р а в н е н и я  (1).

О т м е т и м , ч т о  в  ф о р м е  м е т о д а  п р о с т о й  и т е р а ц и и  (4) м ож н о  з а 
п и с а т ь , п о  с у щ е с т в у , л ю б о й  о д н о ш а г о в ы й  и т е р а ц и о н н ы й м е т о д .

В  ч а с т н о с т и , е с л и  т (х ) = т  =  const, т о  п о л у ч и м  м е т о д  р е л а к с а ц и и

XJ t ± l ^  =  f (Xn)t п  = 0 , 1 , . . . , (6)
т

д л я  к о т о р о г о  s '(x )  =  I +  Ц / ^ [ ), и  м е т о д  с х о д и т с я  п р и  у с л о в и и

— 2 < т П * . ) < 0 .  (7)

Е с л и  в  н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  к о р н я  в ы п о л н я ю т с я  у с л ов и я

Г (Х )<о , 0 < m ,<  \ f'(x) | <М и (8)

т о  м е т о д  р е л а к с а ц и и  с х о д и т с я  п р и  т е  (0, 2/Aft).
Ч т о б ы  в ы б р а т ь  о п т и м а л ь н ы й  п а р а м е т р  т  в  м е т о д е  р е л а кс а ц и и , 

р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е  д л я  п о г р е ш н о с т и  zn = xn—х „ П о д с т а в л я я  
xTi = x. + zn в  (6 ), п о л у ч и м  у р а в н е н и е

2п +1~ * -П = / ( * .  +  2„).
Т

П о  т е о р е м е  о  с р е д н е м  и м е е м

f {xt + zn) =f(x.) + znf'(x, + Qzn) =znf'(x. + Qzn),

г д е  0 e (O , 1). Т а к и м  о б р а з о м , д л я  п о г р е ш н о с т и  м е т о д а р е л а к с а ц и и  
в ы п о л н я е т с я  у р а в н е н и е

г в +1 - » я = = /, ( +0г я )г я >
т

О т с ю д а  п р и х о д и м  к  о ц е н к е

| г „+1 [ ^  | 1 +  т / ' (х , +  0г „) | ■  | г „ | ^  ш а х  | 1 +  т / ' (х , + 0г „) [ • | г Л \,
X

и  е с л и  в ы п о л н е н ы  у с л о в и я  ( 8 ) , т о

|г п +1[ < т а х { |  1— т Л 4,|, 11— т т , | } |2 п |.

Т а к и м  о б р а з о м , з а д а ч а  в ы б о р а  о п т и м а л ь н о г о  п а р а м е т р а с в о д и т 
с я  к  н а х о ж д е н и ю  т , д л я  к о т о р о г о  ф у н к ц и я

<7( т ) = т а х { |1— т М ,|, |1 — т т ^ }  

п р и н и м а е т  м и н и м а л ь н о е  з н а ч е н и е .

192



И з  р а с с м о т р е н и я  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  q(т ) в и д н о , ч т о  т о ч к а  м и н и 
м у м а  о п р е д е л я е т с я  у с л о в и е м

11—х М , | =  11— ш ,  |
и  р а в н а

т  =  т 0 =  2 /(Mi + m^.

П р и  э т о м  з н а ч е н и и  т  и м е е м

Я Ю  =  Р о
1 - g  

1 +  1

т 1

т а к  ч т о  д л я  п о г р е ш н о с т и  с п р а в е д л и в а  о ц е н к а

Ы < р ? к 1 ,  « =  0 , 1 , . . .

3. М е т о д  Н ь ю т о н а . П у с т ь  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  х 0 и зв е с т н о . 
З а м е н и м  f(x) о т р е з к о м  р я д а  Т е й л о р а

f ( x ) ^ H i {x) =f (x0) + (x—x0)f ' (x0)

и  з а  с л е д у ю щ е е  п р и б л и ж е н и е  х , в о з ь м е м  к о р е н ь  у р а в н е н и я  Н 1(х ) =  
=  0, т . е .

В о о б щ е , е с л и  и т е р а ц и я  х к и з в е с т н а , т о  с л е д у ю щ е е  п р и б л и ж е н и е  
х к +1 в  м е т о д е  Н ь ю т о н а о п р е д е л я е т с я  п о  п р а в и л у

Xk+i — Xk
f(4)

Г  (Ч ) ’
k =  0 ,1, (9 )

М е т о д  Н ь ю т о н а  н а з ы в а ю т  т а к ж е  м е т о д о м  к а с а т е л ь н ы х , т а к  к а к  
н о в о е  п р и б л и ж е н и е  л :к +, я в л я е т с я  а б с ц и с с о й  т о ч к и  п ер е с е ч е н и я  
к а с а т е л ь н о й , п р о в е д е н н о й  в  т о ч к е  (xh, f(xh)) к  г р а ф и к у  ф у н к ц и и  
f(x), с  о с ь ю  О х .

И с с л е д о в а н и е  с х о д и м о с т и  м е т о д а  Н ь ю т о н а  б у д е т  п р о в е де н о  в  
§ 3. З д е с ь  о т м е т и м  б е з  д о к а з а т е л ь с т в а  л и ш ь  д в е  о с о бе н н о с т и  э т о г о  
м е т о д а . В о -п е р в ы х , м е т о д  и м е е т  к в а д р а т и ч н у ю  с х о д и м о с т ь , т . е . в  
о т л и ч и е  о т  л и н е й н ы х  з а д а ч  п о г р е ш н о с т ь  н а  с л е д у ю щ е й  и т е р а ц и и  
п р о п о р ц и о н а л ь н а  к в а д р а т у  п о г р е ш н о с т и  н а  п р е д ы д у щ е й  и т е р а ц и и : 
xk+l—x, = 0 ( ( xk—x.)2).

И , в о -в т о р ы х , т а к а я  б ы с т р а я  с х о д и м о с т ь  м е т о д а  Н ь ю т он а  г а р а н 
т и р у е т с я  л и ш ь  п р и  о ч е н ь  х о р о ш и х , т . е . б л и з к и х  к  т оч н о м у  р е ш е н и ю , 
н а ч а л ь н ы х  п р и б л и ж е н и я х . Е с л и  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  в ы б р а н о  
н е у д а ч н о , т о  м е т о д  м о ж е т  с х о д и т ь с я  м е д л е н н о , л и б о  не  с о й д е т с я  
в о о б щ е .

М о д и ф и ц и р о в а н н ы й  м е т о д  Н ь ю т о н а

* *+1 =  ** — 7 7 *7 , k =  0 , \ , . . . (10)
Г  (*о)

п р и м е н я ю т  в  т о м  с л у ч а е , к о г д а  х о т я т  и з б е ж а т ь  м н о г о кр а т н о г о  в ы 
ч и с л е н и я  п р о и з в о д н о й  f '(x). М е т о д  (10) п р е д ъ я в л я е т  м е н ь ш е  т р е -
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б о в а н и й  к  в ы б о р у  н а ч а л ь н о г о  п р и б л и ж е н и я  х с , о д н а к о  о б л а д а е т  
л и ш ь  л и н е й н о й  с х о д и м о с т ь ю , т . е . х Л +1—х . = 0 (х к—х .).

М е т о д  (10) г а р а н т и р у е т  о т с у т с т в и е  д е л е н и я  н а  н у л ь , е с л и  
Г (х „)ф 0.

4. М е т о д  с е к у щ и х . Э т о т  м е т о д  п о л у ч а е т с я  и з  м е т о д а  Нь ю т о н а
/  ( х к )  —  /  ( X f  )

(9) з а м е н о й  f ' (xh) р а з д е л е н н о й  р а з н о с т ь ю  ------------:—  , в ы ч и с -
х к  ~  xk-1

л е н н о й  п о  и з в е с т н ы м  з н а ч е н и я м  х к и  х к -,. В  р е з у л ь т а т е  п о л у ч а е м  
и т е р а ц и о н н ы й  м е т о д

Xk ц  --  Xfi К к- 1

/  (Х к ) — /  К - Р
7 (*/<), k =  1, 2, ( И )

к о т о р ы й  в  о т л и ч и е  о т  р а н е е  р а с с м о т р е н н ы х  м е т о д о в  я вл я е т с я  д в у х 
ш а г о в ы м , т . е . н о в о е  п р и б л и ж е н и е  х к +, о п р е д е л я е т с я  д в у м я  п р е д ы 
д у щ и м и  и т е р а ц и я м и  х к и  xh-i. В  м е т о д е  (11) н е о б х о д и м о  з а д а в а т ь  
д в а  н а ч а л ь н ы х  п р и б л и ж е н и я  х и и  л д .

Г е о м е т р и ч е с к а я  и н т е р п р е т а ц и я  м е т о д а  с е к у щ и х  с о с т о и т в  с л е 
д у ю щ е м . Ч е р е з  т о ч к и  (л д _,, f (х к -1) ) ,  (х к , f(xh)) п р о в о д и т с я  п р я м а я , 
а б с ц и с с а  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  э т о й  п р я м о й  с  о с ь ю  О х и  я в л я е т с я  
н о в ы м  п р и б л и ж е н и е м  х к +1. И н а ч е  г о в о р я , н а  о т р е з к е  [xh- u л д ] ф у н к 
ц и я  f (х ) и н т е р п о л и р у е т с я  м н о г о ч л е н о м  п е р в о й  с т е п е н и  и  з а  о че 
р е д н о е  п р и б л и ж е н и е  д д +1 п р и н и м а е т с я  к о р е н ь  э т о г о  м но г о ч л е н а .

5. И н т е р п о л я ц и о н н ы е  м е т о д ы . И д е я  и н т е р п о л я ц и о н н ы х  м е т о д о в 
с о с т о и т  в  т о м , ч т о  н а х о ж д е н и е  к о р н е й  у р а в н е н и я  (1) з а м е н я е т с я  
н а х о ж д е н и е м  к о р н е й  и н т е р п о л я ц и о н н о г о  м н о г о ч л е н а , п ос т р о е н н о г о  
д л я  f(x). И н т е р п о л я ц и о н н ы й  м е т о д  п е р в о г о  п о р я д к а  п р и в о д и т  к  
м е т о д у  с е к у щ и х . И н т е р п о л я ц и о н н ы й  м е т о д  в т о р о г о  п о р яд к а  н а з ы 
в а е т с я  м е т о д о м  п а р а б о л . М е т о д  Н ь ю т о н а  (9) м о ж н о  п о л у ч и т ь , з а 
м е н я я  f(x) и н т е р п о л я ц и о н н ы м  м н о г о ч л е н о м  Э р м и т а  п е р в о й  с т е 
п е н и .

П о л у ч и м  ф о р м у л ы  м е т о д а  п а р а б о л . П у с т ь  п р и б л и ж е н и я  х к - 2, 
х к - и  х к и з в е с т н ы . П о с т р о и м  и н т е р п о л я ц и о н н ы й  м н о г о ч л е н  Н ь ю то н а  
(с м . (11) и з  § 1 г л . 3)

p 2{x)=f(xh) + (x—xh) f (xkj .*„_,) +  ( х — х к ) (х —х к -,){{х к , Х к - , ,  х к -9)

и  о б о з н а ч и м  2 = ;х—х к . Т о г д а  у р а в н е н и е  Р 2(х ) = 0 п р и м е т  в и д

az2+ ’oz+c = 0, (12)

г д е  a = f(xh, xh- t, xk-2), b = f (xh, *„_,) +  (х к —xk. , ) f (xk, х к - и  х к . 2), с  = 
= f{xh).

Р е ш а я  у р а в н е н и е  (12), п о л у ч и м  д в а , м о ж е т  б ы т ь  к о м п ле к с н ы х , 
к о р н я , z (1) и  z {2>, п о  к о т о р ы м  в ы ч и с л и м  х (,) = .r ft +  z (1), x [2) = xh+ zm. 
В  к а ч е с т в е  с л е д у ю щ е г о  п р и б л и ж е н и я  в  м е т о д е  п а р а б о л  в ы б и р а е т с я  
т о  и з  з н а ч е н и й  х (1>, х т , к о т о р о е  б л и ж е  к  х к , т . е . о т в е ч а ю щ е е  м и н и 
м а л ь н о м у  п о  м о д у л ю  к о р н ю  у р а в н е н и я  (12). М е т о д  п а р аб о л  у д о 
б е н  т е м , ч т о  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  к о м п л е к с н ы е  к о р н и  ур а в н е н и я  (7), 
п о л ь з у я с ь  в е щ е с т в е н н ы м и  н а ч а л ь н ы м и  п р и б л и ж е н и я м и  л д, х 2.
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6. И с п о л ь з о в а н и е  о б р а т н о й  и н т е р п о л я ц и и . Р я д  и т е р а ц и о н н ы х  
м е т о д о в  м о ж н о  п о л у ч и т ь  с  п о м о щ ь ю  и н т е р п о л и р о в а н и я  фу н к ц и и  
х  =  Ф(у ), о б р а т н о й  f(x). З а м е т и м , ч т о  е с л и  х , — к о р е н ь  у р а в н е н и я  
f ( x ) = 0 ,  т о  <р (0)=х .. Т а к и м  о б р а з о м , з а д а ч а  н а х о ж д е н и я  к о р ня  х , 
с в о д и т с я  к  в ы ч и с л е н и ю  з н а ч е н и я  с р (0).

П р е д п о л о ж и м , ч т о  и з в е с т н ы  п р и б л и ж е н и я  .г „, л 'ь  . . . , х „ к  к о р н ю  
х,. Т о г д а  м о ж н о  в ы ч и с л и т ь  £/,• =  / ( л :;). < =  0, 1, . . . , п , и  с ч и т а т ь , ч т о  
п о  п е р е м е н н о й  у з а д а н ы  у з л ы  у „, г /,, . . . , у п и  в  н и х  и з в е с т н ы  з н а ч е 
н и я  х „ =  ф (у ,,), . . . .  х „ =  ф(у п ). П о  д а н н ы м  ((/,, ф ((/,-)), ( =  О , 1, . . .  , п , 
с т р о и т с я  и н т е р п о л я ц и о н н ы й  м н о г о ч л е н  Ln(y) д л я  ф у н к ц и и  ф(у ) и  
в  к а ч е с т в е  с л е д у ю щ е г о  п р и б л и ж е н и я  х „+1 б е р е т с я  L „(0).

Л и н е й н а я  о б р а т н а я  и н т е р п о л я ц и я  (/г  =  1) п р и в о д и т  к  м е т о д у  с е 
к у щ и х . К в а д р а т и ч н а я  о б р а т н а я  и н т е р п о л я ц и я  (п =2) п р и в о д и т  к  
м е т о д у

xk+l = xk—xhy (yk, + xk- lxhq{yk, yk- u у к - г ),

о т л и ч н о м у  о т  м е т о д а  п а р а б о л . З д е с ь  у (у к , У ь - i ) и  У к- ь  У к -г ) —
р а з д е л е н н ы е  р а з н о с т и  п е р в о г о  и  в т о р о г о  п о р я д к о в  с о от в е т с т в е н н о .

С д е л а е м  с л е д у ю щ е е  з а м е ч а н и е . П е р е ч и с л е н н ы е  в ы ш е  и т ер а ц и 
о н н ы е  м е т о д ы  в  с л у ч а е  с х о д и м о с т и  п о з в о л я ю т  п р и  з а д ан н ы х  н а 
ч а л ь н ы х  п р и б л и ж е н и я х  н а й т и  л и ш ь  о д и н  и з  к о р н е й  у р а вн е н и я  (1). 
Ч т о б ы  о т ы с к а т ь  д р у г и е  к о р н и , н а д о  м е н я т ь  н а ч а л ь н ы е  п р и б л и ж е 
н и я . М о ж е т  о к а з а т ь с я , ч т о  и  п р и  д р у г и х  н а ч а л ь н ы х  д ан н ы х  м е т о д  
с х о д и т с я  к  т о м у  ж е  к о р н ю  х  = х ,. Т о г д а  ц е л е с о о б р а з н о  о т д е л и т ь  э т о т  
к о р е н ь , т . е . п р и м е н и т ь  и т е р а ц и о н н ы й  м е т о д  к  g(x) = f ( x ) / (x—х .).

§ 2. С х о д и м о с т ь  м е т о д а  п р о с т о й  и т е р а ц и и 

1. Т е о р е м а  о  с х о д и м о с т и . П е р е п и ш е м  у р а в н е н и е

f ( * ) =  0 (1)
в  э к в и в а л е н т н о м  в и д е

x =  s(x ) (2)

и  р а с с м о т р и м  м е т о д  п р о с т о й  и т е р а ц и и

xk+l =  s(xk), й  =  0, 1, . . . , * „  з а д а н . (3)

Г о в о р я т , ч т о  и т е р а ц и о н н ы й  м е т о д  с х о д и т с я , е с л и  п о с л е д о в а т е л ь 
н о с т ь  {х к ) и м е е т  п р е д е л  п р и  k-^oo.

В  с л е д у ю щ е й  т е о р е м е  ф о р м у л и р у ю т с я  у с л о в и я  н а  ф у н к ц ию  
s(x) ,  г а р а н т и р у ю щ и е  с у щ е с т в о в а н и е  и  е д и н с т в е н н о с т ь  р е ш е н ия  
у р а в н е н и я  (2) и  с х о д и м о с т ь  м е т о д а  п р о с т о й  и т е р а ц и и  к  э т о м у  р е 
ш е н и ю . Н а п о м н и м , ч т о  ф у н к ц и я  s(x ) н а з ы в а е т с я  л и п ш и ц-н е п р е - 
р ы в и о й  с  п о с т о я н н о й  q н а  м н о ж е с т в е  X, е с л и  д л я  в с е х  х' , [ " U X в ы 
п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о

] s ( x ' ) —  s{ x " ) \^q \x '— х "\.  ( 4 )

В  д а л ь н е й ш е м  в  к а ч е с т в е  X б у д е м  б р а т ь  о т р е з о к

Ur(a)={x: \х —д |==С г } (5)

д л и н ы  2г с  с е р е д и н о й  в  т о ч к е  а .
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Т е о р е м а 1. Е с л и  s(х ) л и п ш и ц -н е п р е р ы в н а  с  п о с т о я н н о й  qе  
е ( 0 ,  1) н а  о т р е з к е  UT(a), п р и ч е м

\s(a)—a \ s ^ ( l —q)r, (6)

т о  у р а в н е н и е (2) и м е е т  н а  о т р е з к е  Ur(a) е д и н с т в е н н о е  р е ш е н и е  х. 
и  м е т о д  п р о с т о й  и т е р а ц и и (3) с х о д и т с я  к  х , п р и  л ю б о м  н а ч а л ь н о м 
п р и б л и ж е н и и  x0̂ U r(a). Д л я п о г р е ш н о с т и  с п р а в е д л и в а  о ц е н к а

\ х — х . \s^qk\x0—х .\, £ =  0 , 1 , 2 , . . .  (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о . С н а ч а л а  д о к а ж е м  п о  и н д у к ц и и , ч т о  
е UT(a), k — 1, 2, . . .  , т . е . ч т о  м е т о д  п р о с т о й  и т е р а ц и и  н е  в ыв о д и т  
з а  п р е д е л ы  т о г о  м н о ж е с т в а , н а  к о т о р о м  s(x ) л и п ш и ц -не п р е р ы в н а  с  
п о с т о я н н о й  <?е (0, 1). П р е д п о л о ж и м , ч т о  ^ е ( / , ( а )  п р и н е к о т о р о м  
/ ^ 0 ,  и  д о к а ж е м , ч т о  т о г д а  xj+l^ U T(a) . И з  р а в е н с т в а

xj+l—a = s(Xj)—а  = (s(Xj)—s(a)) +  (s(a) —a)
п о л у ч и м

I X j+ l—a I I s ( X j )  —  s (a) | +  | s (a) —a \ .

У ч и т ы в а я  у с л о в и е  л и п ш и ц -н е п р е р ы в н о с т и , п р е д п о л о ж е н ие  и н д у к 
ц и и  и  у с л о в и е  (6 ), и м е е м

| s (Xj) — s (a ) \ ^q \ x j — a \^ q r ,
| Xj+1 — a \ ^ q r  +  { \— q ) r ^ r ,

т . e. xj+î U r{a).
О ц е н и м  т е п е р ь  р а з н о с т ь  д в у х  с о с е д н и х  и т е р а ц и й  xj+1—х ,. И м е е м

и  п о с к о л ь к у  в с е  т о ч к и  х и  j= 1, 2, . . .  , н а х о д я т с я  н а  о т р е з к е  Ur(a), 
п о л у ч а е м  о ц е н к у

|х ж —Xj\ s^q\Xj—jCj-iI

и ,с л е д о в а т е л ь н о ,

|Х ;+1—^ |  ̂q s\ x — х 0|,  / = 1 , 2 , . . .  (8)

О ц е н к а  (8) п о з в о л я е т  д о к а з а т ь  ф у н д а м е н т а л ь н о с т ь  п о сл е д о в а 
т е л ь н о с т и  {x j. Д е й с т в и т е л ь н о , п у с т ь  р — л ю б о е  н а т у р а л ь н о е  ч и с л о . 
Т о г д а

р

X k + p  X k  =  2  (Xft+j Х / ц - j - i ) ,  

i=i
и  с о г л а с н о  (8) и м е е м

\Xk+p— X tK I * !  — x0\Y  g-t+M — g* L z i !  |X! — X0| ^ — I x i —  x0\,
i L  Х ~ Ц  X~ q

t . e.

|x*+p — | Xi  — x0 |, k, p — 1,2, . . .  (9)
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П о с к о л ь к у  п р а в а я  ч а с т ь  н е р а в е н с т в а  (9) с т р е м и т с я  к  н у л ю  п р и  
k-*-oo и  н е  з а в и с и т  о т  р , п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  { x j я в л я е т с я  ф у н д а 
м е н т а л ь н о й . С л е д о в а т е л ь н о , с у щ е с т в у е т

lim Xk =  х . е  Uг  (а ).
/г —ю о

П е р е х о д я  в  (3) к  п р е д е л у  п р и  k->-oo и  у ч и т ы в а я  н е п р е р ы в н о с т ь  
ф у н к ц и и  s(x), п о л у ч и м  x, =  s (х .) , т . е . х . — р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (2), 

П р е д п о л о ж и м , ч т о  х /  — к а к о е -т о  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (2), п р и 
н а д л е ж а щ е е  о т р е з к у  Ur(a). Т о г д а

X, — * '= s ( x „ )  — s{x)

и  п о  у с л о в и ю  т е о р е м ы

\x. — x 'J ^ q \ x ,  — xJ.

Т а к  к а к  q<\ ,  п о с л е д н е е  н е р а в е н с т в о  м о ж е т  в ы п о л н я т ь с я  л и ш ь  п р и  
х /  =  х „  т . е . р е ш е н и е  е д и н с т в е н н о .

Д о к а ж е м  о ц е н к у  п о г р е ш н о с т и  (7). И з  у р а в н е н и я  (3) п ол у ч и м

**+ 1— =  S (х „) —X, =  s (х Л ) —s (х. ) ,

и  т а к  к а к  х к , х ,е £ / г (а ), п р и х о д и м  к  н е р а в е н с т в у

К - и —х .\ s^q\xh—х , |,  (10)

с п р а в е д л и в о м у  д л я  в с е х  k = 0, 1, . . . ,  и з  к о т о р о г о  и  с л е д у е т  о ц е н к а  
(7). Т е о р е м а  1 д о к а з а н а .

З а м е ч а н и е  1. Е с л и  д л я  п о г р е ш н о с т и  к а к о г о -л и б о  и т е р а ц и о н н о г о  м е т од а 
в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о

| *а— х.\  < М к 7а |л:о—х ,\ ,

г д е  q e (0 , 1 ) и  н е  з а в и с и т  о т  6 , т о  г о в о р я т , ч т о  м е т о д  с х о д и т с я  л и н е й н о  с о 
с к о р о с т ь ю  г е о м е т р и ч е с к о й  п р о г р е с с и и  с о  з н а м е н а т е л е м q. Т а к а я  т е р м и н о л о г и я 
о б ъ я с н я е т с я  т е м , ч т о  п р и  6 -»-о о  п о г р е ш н о с т ь  у б ы в а е т  к а к  qh.

З а м е ч а н и е 2. З а ф и к с и р у е м  в  н е р а в е н с т в е  (9) и н д е к с  k и  у с т р е м и м  р 
к  б е с к о н е ч н о с т и . Т о г д а  п о л у ч и м  о ц е н к у  п о г р е ш н о с т и

qk
I х к — 1 sg ■ t _  | s (*o) — x0 1, 6 = 1 , 2 , . . ,  (11)

В  п р а в у ю  ч а с т ь  о ц е н к и  (11) в х о д я т  т о л ь к о  и з в е с т н ы е  в е л и ч и н ы , в  т о  в р е м я 
к а к  о ц е н к а  (7) с о д е р ж и т  з а р а н е е  н е и з в е с т н о е  з н а ч е н ие  х ..

П р и в е д е м  с л е д с т в и я  и з  т е о р е м ы  1, с о д е р ж а щ и е  б о л е е  уд о б н ы е  
д л я  п р о в е р к и  у с л о в и я  с х о д и м о с т и .

Б у д е м  п р е д п о л а г а т ь , ч т о  s(x ) н е п р е р ы в н о  д и ф ф е р е н ц и ру е м а  н а  
о т р е з к е  UT(a).

С л е д с т в и е  1. Е с л и

\ s ' ( x ) \ ^ q < l (12)

д л я х е Д ( а ) ,  в ы п о л н е н о  у с л о в и е (6) и х 0е Д ( а ) ,  т о  у р а в н е н и е (2) 
и м е е т  е д и н с т в е н н о е  р е ш е н и е х ,е £ / г (а ), м е т о д (3) с х о д и т с я  и  с п р а 
в е д л и в а  о ц е н к а (7).

Д е й с т в и т е л ь н о , и з  (12) с л е д у е т  (4) с  ^ е ( 0, 1).
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С л е д с т в и е 2. П у с т ь  у р а в н е н и е (2) и м е е т  р е ш е н и е  х ,, ф у н к 
ц и я  s(x) н е п р е р ы в н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м а  н а  о т р е з к е

11т {х ,)={х \ \х —- , 2 ^ г } �13)

и |s '( x .)  | < 1 . Т о г д а  с у щ е с т в у е т е > 0  т а к о е, ч т о  н а  о т р е з к е  Ut (x,) 
у р а в н е н и е (2) н е  и м е е т  д р у г и х  р е ш е н и й  и  м е т о д (3) с х о д и т с я , е с л и 
Т О Л Ь К О А'„1=.Ut {x,).

Д о к а з а т е л ь с т в о . П о с к о л ь к у  s(x) н е п р е р ы в н о  д и ф ф е р е н ц и 
р у е м а  н а  о т р е з к е  Ur(x.) и  |s '( x .)  | < 1 , н а й д у т с я  ч и с л а  д е ( 0, 1) и  
е е  (0, г ] т а к и е , ч т о

\s'(x) | ==S<7 < 1

д л я  в с е х  х 'е [ / ( (х ,).
2. М е т о д  Э й т к е н а  у с к о р е н и я  с х о д и м о с т и . П р е д п о л о ж и м , ч т о  к а 

к о й -л и б о  и т е р а ц и о н н ы й  м е т о д  и м е е т  л и н е й н у ю  с х о д и м о ст ь , т . е .

xk—x ,^ a q \ q<=(0 , 1 ) , k= l ,2 ,  . . .

Ч и с л а  a, q, х , з а р а н е е  н е и з в е с т н ы , н о  и х  м о ж н о  н а й т и , и с п о л ь з у я  
т р и  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  и т е р а ц и и  х к , х к +1, х к +г . С о с т а в и м  у р а в н е н и я

xh—x, = aq\ х к ы —х :, = aqk+i, xM —x, = aqh+i

(з д е с ь  р а в е н с т в а  н а д о  п о н и м а т ь  к а к  п р и б л и ж е н н ы е ), 
н а й д е м

Axk =  Xkn— *k — aqk (q— 1), 
А 2х к =  Ax*+1 — Axk — aqh (q — l)2,

и з  к о т о р ы х

(14)

М е т о д  Э й т к е н а  у с к о р е н и я  с х о д и м о с т и с о с т о и т  в  т о м , ч т о  п о с л е  
в ы ч и с л е н и я  xh, xh+l, х к +г п р о и з в о д и т с я  п е р е с ч е т  п о  ф о р м у л е

У  к и  —  %k+2
( W > 2

Л Ч
(15)

и  з н а ч е н и е  у к +, п р и н и м а е т с я  з а н о в о е  п р и б л и ж е н и е . Е с л и  б ы  р а в е н 
с т в о  (14) в ы п о л н я л о с ь  т о ч н о , т о  у к ^, с о в п а л о  б ы  с  т о ч н ы м  р е ш е н и е м  
х .. В  о б щ е м  с л у ч а е  у к +1 д а е т  л у ч ш е е  п р и б л и ж е н и е  к  х ., ч е м  о ч е р е д 
н а я  и т е р а ц и я  х к +г . П о д ч е р к н е м , ч т о  г л а в н ы м  п р е д п о л о ж е н и е м  з д е с ь  
я в л я е т с я  т р е б о в а н и е  л и н е й н о й  с х о д и м о с т и  о с н о в н о г о  ит е р а ц и о н н о г о  
м е т о д а . В  с л у ч а е  м е т о д о в , и м е ю щ и х  б о л е е  в ы с о к у ю  с к ор о с т ь  с х о 
д и м о с т и  (н а п р и м е р  м е т о д а  Н ь ю т о н а ), у с к о р е н и е  п о  Э й тк е н у  в  ф о р 
м е  (15) н е э ф ф е к т и в н о .

Н а  п р а к т и к е  н е  о б я з а т е л ь н о  п р о в о д и т ь  п е р е с ч е т  п о  ф ор м у л е
(15) н а  к а ж д о й  и т е р а ц и и  к . У п о т р е б и т е л ь н ы  м е т о д ы , в  к о т о р ы х  т а 
к о й  п е р е с ч е т  о с у щ е с т в л я е т с я  ц и к л и ч е с к и , т . е . ч е р е з о п р е д е л е н н о е  
ч и с л о  о с н о в н ы х  и т е р а ц и й .

С  п о м о щ ь ю  м е т о д а  Э й т к е н а  н а  о с н о в е  и з в е с т н ы х  и т е р а ци о н н ы х  
м е т о д о в  м о ж н о  п о л у ч и т ь  и н о г д а  н о в ы е  и т е р а ц и о н н ы е  м ет о д ы , о б -
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л а д а ю щ и е  б о л е е  в ы с о к о й  с х о д и м о с т ь ю . Р а с с м о т р и м , н а п р и м ер , м е 
т о д  р е л а к с а ц и и

+  f (Х к ) =  о (16)
т

(с м . (6) и з  § 1), к о т о р ы й  и м е е т  л и н е й н у ю  с х о д и м о с т ь, е с л и  

M,>f ' (x)  > 0 ,  0 < т < 2 / М „

П р е д п о л о ж и м , ч т о  п р и  н е к о т о р о м  k п о л у ч е н ы  з н а ч е н и я  xk, х к +, 
В ы ч и с л и м  с о г л а с н о  (15) в е л и ч и н у

_„ (х ь
У к к 1 ■— ^£+2

Х к +2

- w 2

+ xk

%h+2‘

(17)

и  и с к л ю ч и м  и з  (17) с  п о м о щ ь ю  (16) в е л и ч и н ы  х к +1, х к +2. И м е е м  

х к +1 =  X k  — т  f ( X k ) ,

Xv+ 2 =  X k + l  — т /  (.r,lf!) =  X k  —  i f  ( x /;) —  T/ {xk — T/ (**)),

с л е д о в а т е л ь н о ,

i/fc+l -- --C'i '
/2 (**)

/ Pfc) — / (-b — Т / (•**))

П р о в е д е н н ы е  п о с т р о е н и я  п о з в о л я ю т  п р е д п о л о ж и т ь , ч т о  о д н о 
ш а г о в ы й  и т е р а ц и о н н ы й  м е т о д

/ 2 G fo )
У ь +1 — У ь т *

f(yk) - n y k -x f {yk))
(18)

о б л а д а е т  б о л е е  б ы с т р о й  с х о д и м о с т ь ю , ч е м  и с х о д н ы й  м ет о д  р е л а к 
с а ц и и  (16). Д е й с т в и т е л ь н о , к а к  п о к а з а н о , н а п р и м е р , в  [25], м е т о д  
(18) п р и  т = 1  (м е т о д  С т е ф ф е н с е н а ) и м е е т  к в а д р а т и ч н у ю  с х о д и 
м о с т ь .

§ 3. С х о д и м о с т ь  м е т о д а  Н ь ю т о н а

1. П р о с т о й  в е щ е с т в е н н ы й  к о р е н ь . П р е д п о л о ж и м , ч т о  у ра в н е н и е

f (x)=  0 (1)

и м е е т  п р о с т о й  в е щ е с т в е н н ы й  к о р е н ь  x = xt, т а к  ч т о  f ( x j =  0, 
f '(x .)=?=Q- Б у д е м  п р е д п о л а г а т ь , ч т о  }{х ) д в а ж д ы  н е п р е р ы в н о  д и ф 
ф е р е н ц и р у е м а  в  о к р е с т н о с т и  к о р н я  х „. И с с л е д у е м  с х о ди м о с т ь  м е 
т о д а  Н ь ю т о н а

X k ^ X k - — ^- , /2 =  0 , 1 , . . . (2)
Г  (х к )

З а м е т и м  п р е ж д е  в с е г о , ч т о  (2) м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  ка к  ч а с т 
н ы й  с л у ч а й  м е т о д а  п р о с т о й  и т е р а ц и и

*ft+i =  s ( x ft), £ =  0 , 1 , . . . , (3)
д л я  к о т о р о г о

s w  =  *  —  ■  (4)/ W
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R § 2 б ы л о  п о к а з а н о , ч т о  д л я  с х о д и м о с т и  м е т о д а  (3) д о с т а т о ч 
н о  п о т р е б о в а т ь , ч т о б ы  в  н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  и с к о мо г о  к о р н я  
в ы п о л н я л о с ь  н е р а в е н с т в о

\ s ' ( x ) \ ^ q < \ . (5)

Д л я  ф у н к ц и и  (4) и м е е м

s'(x ) { (х ) г  (*) 

(Г  W)2 ’
и  е с л и  х т— к о р е н ь  f(x), т о  s '( x #) = 0 . П о э т о м у  н а й д е т с я  о к р е с т н о с т ь  
к о р н я , в  к о т о р о й  в ы п о л н е н о  н е р а в е н с т в о  (5). Т е м  с а мы м  п р и  н а д 
л е ж а щ е м  в ы б о р е  н а ч а л ь н о г о  п р и б л и ж е н и я  м е т о д  Н ь ю т о н а с х о д и т 
с я . О д н а к о  с л е д с т в и е м  м а л о с т и  s'{x) в  о к р е с т н о с т и  я в л я е т с я  
н е  п р о с т о  с х о д и м о с т ь , а  с х о д и м о с т ь  с у щ е с т в е н н о  б о л ее  б ы с т р а я , ч е м  
в  о б щ е м  с л у ч а е  м е т о д а  п р о с т о й  и т е р а ц и и . В  с л е д у ю щ е й т е о р е м е  
д о к а з а н о , ч т о  м е т о д  Н ь ю т о н а  и м е е т  к в а д р а т и ч н у ю  с х о ди м о с т ь , т . е . 
ч т о  о н  с х о д и т с я  и  п о г р е ш н о с т ь  н а  (й -{-1)-й  и т е р а ц и и п р о п о р ц и о 
н а л ь н а  к в а д р а т у  п о г р е ш н о с т и  н а  й -й  и т е р а ц и и .

Т е о р е м а 1. П у с т ь  х . — п р о с т о й  в е щ е с т в е н н ы й  к о р е н ь  у р а в н е 
н и я (1) и  п у с т ь  У (х )Ф0 в  о к р е с т н о с т и

Ur(x.) =  {*: \х —х ш \ < г } .

П р е д п о л о ж и м , ч т о  f"(x) н е п р е р ы в н а  в  Ur(x,) и
0 < m 1=  inf | / '  (х ) |, А Т 2=  sup |/ " (х ) |,

X & J r (X,) X & J  г \х ,)
(6)

п р и ч е м
М « | х 0 — х * | 

2 т х
< 1 . (7)

Т о г д а  е с л и г 0б ( / г ( г ) ,  т о  м е т о д  Н ь ю т о н а (2) с х о д и т с я , п р и ч е м 
д л я  п о г р е ш н о с т и  с п р а в е д л и в а  о ц е н к а

\Х к —Х >\<:Я 2к ~1\Х 0—Х А > (8)

г д е
м г |х 0 — х *| ^  J

4 2 т ,  "
(9)

Д о к а з а т е л ь с т в о . И з  у р а в н е н и я  (2) п о л у ч и м

/(**>Х ш  x, — xk xt
t (*А >

и л и
F ( Ч )

*. =  „ , , • 
/ (*ft)

(10)

F(x) = (x—X')f ' (x)—f(x). (И )

З а м е т и м , ч т о  Т (х .) = 0  и

F ( x )  =  ( * - * ) № ) ■ (12)

200



Д а л е е ,  в о с п о л ь з о в а в ш и с ь  т о ж д е с т в о м
Xk

F{xk) =  F ( x , ) + ^  F'{t)dt 

и  в ы р а ж е н и е м  (12) д л я  F'(t),  п о л у ч и м

F (xk) = 1  (( — х ,) f" (0 dt.
х .

Т а к  к а к  ф у н к ц и я  t—х # н е  м е н я е т  з н а к  н а  о т р е з к е  и н т е г р и р о в а н и я , 
м о ж н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  ф о р м у л о й  с р е д н е г о  з н а ч е н и я  и  з а п и с а т ь , 
ч т о

xk xk , _ 12
F (х /,) =  J (/ -  X,) Г  (t) dt =  Г  O k) J  (t -  *.) dt =  f" (Ы ,

г д е  |* = 0 ) А + ( 1 —Qk)x„ | 0ftj < l .  О б р а щ а я с ь  к  (10), п о л у ч и м

Г ( Ы К - * * ) 2
Xk* x —  X,  = - - - - - - - - - - - - - - , (13)

2 / ы

т . е . п о г р е ш н о с т ь  н а  (£ + 1 ) -й  и т е р а ц и и  п р о п о р ц и о н а л ьн а  к в а д р а т у  
п о г р е ш н о с т и  н а  k-й и т е р а ц и и .

Д о к а ж е м  о ц е н к у  (8) п о  и н д у к ц и и . П р и  k = 0 и з  (13) п о л у ч и м

Xi — x, _  /' (So) (*о  — -У *)2
V  Ы

( 1 4 )

П о  у с л о в и ю  т е о р е м ы  x0̂ U r(xt) , и  п о э т о м у  с о г л а с н о  п е р в о м у  и з  у с 
л о в и й  (6) и м е е м  I / '( х 0) | ^ т ! > 0 .  К р о м е  т о г о , | 0 =  9о Х 0+ ( 1 —0о )х .>

1о —х . =  0о (х о —Х #), |Е о —х т \ ^  |0 „ | \х 0—Х .| <Г ,

т . е . 10̂ и г (х щ ) . Н о  т о г д а  с о г л а с н о  (6) | / " ( | 0) I ^ М 2. Т а к и м  о б р а 
з о м , п р и х о д и м  к  о ц е н к е

|* i  — ~  ~  У  \х о — *. 1 *

с о в п а д а ю щ е й  с  о ц е н к о й  (8) п р и  k=l .
П р е д п о л о ж и м , ч т о  о ц е н к а  (8) в ы п о л н я е т с я  п р и  k = t ^ l ,  и  д о 

к а ж е м , ч т о  о н а  в ы п о л н я е т с я  и  п р и  k = l-f-1. П р и  k — l в ы р а ж е н и е
(13) п р и н и м а е т  в и д

X t — X,
Г  К /) (x t — x j 2

V  (  Z )

( 1 5 )

П о к а ж е м , ч т о  x,t h ^ U r(xJ. Д е й с т в и т е л ь н о , и з  (8) п р и  k = l 
и м е е м

I * / —  ■ *, • | * 0 * . К  I -  * . I <

г . е . x,<=Ur{X').  К р о м е  т о ; о ,

0, (л '.— ), 10, | <  1.

I. с л е д о в а т е л ь н о , £/,(* .)
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Т е п е р ь  м о ж н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  у с л о в и я м и  (6) и  о ц е н и ть

I |/ " (Ы  I

О т с ю д а  н  и з  (15) п о л у ч и м
/Л ., (xt — xt)2 

2 т 1
X[ X̂

И з  э т о г о  н е р а в е н с т в а  и  и з  н е р а в е н с т в а  (8), и м е ю щ е г о с л е д у ю щ и й  
в и д  п р и  k = l:

п о л у ч и м  о ц е н к у  

\xi+l— xt \ ^ Ms I ■
2 ml

xr — x i — a
2/fi_

t . e. о ц е н к у  (8) п р и  k = l-j- 1. И з  о ц е н к и  (8) с л е д у е т  с х о д и м о с т ь  м е 
т о д а  (2), т а к  к а к  д л я  q ^ (0, 1) п р а в а я  ч а с т ь  н е р а в е н с т в а  (8) с т р е 
м и т с я  к  н у л ю  п р и  k-*-ao. Т е о р е м а  1 д о к а з а н а .

З а м е ч а н и я .  1. У с л о в и е  (7 )  о з н а ч а е т ,  ч т о  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  н а до  

б р а т ь  д о с т а т о ч н о  б л и з к о  к  и с к о м о м у  к о р н ю .
2 . В ы п о л н е н и е  р а в е н с т в а  ( 1 3 )  о з н а ч а е т , ч т о  м е т о д  и ме е т  к в а д р а т и ч н у ю  с х о 

д и м о с т ь .
3 . П о с к о л ь к у  х,  з а р а н е е  н е и з в е с т е н , и н о г д а  т р у д н о  п р о в е р и т ь  у с л о ви е 

Х о< = £ /г ( х „ ) .  Н о  е с л и  и з в е с т н о , ч т о  | / ' ( х )  | T s m i X )  в  н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и 

к о р н я , т о  д л я  о ц е н к и  б л и з о с т и  н а ч а л ь н о г о  п р и б л и ж е н ия  к  к о р н ю  м о ж н о  в о с 
п о л ь з о в а т ь с я  н е р а в е н с т в о м

к о — х . |  | / ( * о )\/mi. ( 1 6 )
Д е й с т в и т е л ь н о ,

f(x0) = { ( х 0 ) — / ( * . )  =

о т к у д а  и  с л е д у е т  ( 1 6 ) .

2. К р а т н ы е  к о р н и . Г о в о р я т , ч т о  х , я в л я е т с я  к о р н е м  к р а т н о с т и  р , 
е с л и

f  (*.) =  Г  (х ,) =  • • • =  f iP~l) (х ,) =  0, / (в ) (*.) ф  О

Б у д е м  п р е д п о л а г а т ь  с е й ч а с , ч т о  (д -) н е п р е р ы в н а  в  о кр е с т н о с т и  
к о р н я  л :# к р а т н о с т и  р . В  с л у ч а е  к о р н я  к р а т н о с т и  р  кв а д р а т и ч н у ю  
с х о д и м о с т ь  и м е е т  м е т о д  Н ь ю т о н а  с  п а р а м е т р о м

f ( x k) Xk* ~ Xk- + f ( x k) = О , (17)
т

г д е  т  =  р . С п р а в е д л и в а
Т е о р е м а  2. П у с т ь  х г — к о р е н ь  к р а т н о с т и  р  у р а в н е н и я (1) и  в 

о к р е с т н о с т и
Ur{x,) = {x: \х —х .\ < г )

п р о и з в о д н а я f (p) (х) о т л и ч н а  о т  н у л я . 
П у с т ь f (p+i) (х ) н е п р е р ы в н а  в  UT{x} и

О  < ш р = inf � / � )� -)�,
x=Ur(r.t )

MP,L=  sup | / (PH)(jf)|,
x=Ur (x,)
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