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ÏðåäèñëîâèåÓ÷åáíîå ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå ëåêöèé, êîòîðûå àâòîð ÷è-òàë áîëåå 20 ëåò ñòóäåíòàì àñòðîíîìè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ Ëåíèíãðàä-ñêîãî (íûíå Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî) óíèâåðñèòåòà â ðàìêàõ êóðñà�Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà�. Â ðàçíûå ãîäû íà ýòîò êóðñ îòâîäèëîñüðàçëè÷íîå ÷èñëî ÷àñîâ, êóðñ ÷èòàëñÿ â ðàçíûõ ñåìåñòðàõ, òàê ÷òîåãî îáúåì ìåíÿëñÿ, íî è â ëó÷øèå ãîäû åãî ïðîäîæèòåëüíîñòü íåïðåâîñõîäèëà äâóõ ñ ïîëîâèíîé ñåìåñòðîâ (160 ÷àñîâ), ïðè÷åì êóðññîäåðæàë òàêæå êëàññè÷åñêóþ ýëåêòðîäèíàìèêó è òåîðèþ ïëàçìû.Íåêîòîðûå âîïðîñû èç ýòèõ ðàçäåëîâ, òåñíî ñâÿçàííûå ñ ñîäåðæàíè-åì ïîñîáèÿ, âêëþ÷åíû â ýòó êíèãó. Èçìåíÿëîñü è ñîäåðæàíèå êóðñà.Â ïîñîáèè îòðàæåíî âñå, ÷òî êîãäà-ëèáî âõîäèëî â ïðîãðàììó ïîêâàíòîâîé ìåõàíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå.Íà ñîäåðæàíèå è õàðàêòåð èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà íàëîæèëî îò-ïå÷àòîê òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â íàøåì óíèâåðñèòåòå àñòðîíîìè÷å-ñêîå îòäåëåíèå íàõîäèòñÿ íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì �àêóëüòå-òå, ãäå îáó÷àëñÿ è àâòîð. Ñîäåðæàíèå îòðàæåíî â ïîäðîáíîì îãëàâ-ëåíèè, ãäå óêàçàíû íàçâàíèÿ íå òîëüêî ãëàâ è ïàðàãðà�îâ, íî èïóíêòîâ âíóòðè ïàðàãðà�îâ.Â öåíòð âíèìàíèÿ ïðè îãðàíè÷åííîì îáúåìå àâòîð ïîñòàâèëâîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé èçëó÷åíèÿ è ñîñòîÿíèåì ãàçîîáðàç-íîãî âåùåñòâà, â òîì ÷èñëå ãàçîâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Äàþòñÿñâåäåíèÿ îá àòîìàõ ñ îäíèì è äâóìÿ ýëåêòðîíàìè. �ÿä ïàðàãðà-�îâ âêëþ÷åí â ïîñîáèå ïîòîìó, ÷òî èõ ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ11



â ïàðàëëåëüíûõ êóðñàõ, íàïðèìåð �Òåîðåòè÷åñêîé àñòðî�èçèêå� è��àëàêòè÷åñêîé àñòðîíîìèè�.Õîòÿ, êîíå÷íî, èçëîæåíèå âåäåòñÿ íà �èçè÷åñêîì óðîâíå ñòðî-ãîñòè, àâòîð ñòàðàëñÿ íå îïóñêàòü ïîäðîáíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãîîïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òåì. Îäíàêî èç-çà îãðàíè÷åííîãî îáúå-ìà ïîñîáèÿ ðÿä ñâåäåíèé ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ (íàïðèìåð,î òîíêîé è ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðå óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà).Èñòî÷íèêàìè äëÿ ïîñîáèÿ ïîñëóæèëè èçâåñòíûå ó÷åáíèêèË.Ä.Ëàíäàó è Å.Ì.Ëè�øèöà [5, 20�22℄, Ä.È.Áëîõèíöåâà [7℄,Ë.Øè��à [36℄, Â.Ï.Ñèëèíà [29℄, À.È.Àíñåëüìà [3℄, Ì.À.Ëåîíòî-âè÷à [25℄ è äð. Ñõåìà èçëîæåíèÿ ïåðâûõ ãëàâ êâàíòîâîé ìåõàíèêèçàèìñòâîâàíà èç êóðñà ëåêöèé, êîòîðûå ÷èòàë È.Â.Àáàðåíêîâ íà�èçè÷åñêîì �àêóëüòåòå. Íåêîòîðûå âîïðîñû áûëè ââåäåíû â êóðñÈ.Í.Ìèíèíûì è Ò.À.Àãåêÿíîì, êîòîðûå ÷èòàëè åãî äî ìåíÿ (â òîâðåìÿ êóðñ áûë â 2.5 ðàçà ìåíüøå ïî îáúåìó).Â êíèãå, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö CGS, òðà-äèöèîííàÿ äëÿ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè è àñòðî�èçèêè. Íàèáîëåå ÷à-ñòî âñòðå÷àþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû. Ñâÿçü åäèíèö ýíåðãèè âñèñòåìàõ CGS è ÑÈ: 1 ýðã = 10−7 Äæ. Äðóãèå ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè-÷èíû: 1 ýÂ = 1.60·10−12 ýðã = 1.60·10−19 Äæ, 1 êàë = 4.1868·107 ýðã
= 4.1868 Äæ. Ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå øêàëû ÷àñòîòû è îáðàòíîé äëè-íû: 1Ì�ö ñîîòâåòñòâóåò 6.626·10−21 ýðã = 6.626·10−28 Äæ, à 1 ñì−1� 1.986 · 10−16 ýðã = 1.986 · 10−23 Äæ. Äëèíû âîëí èçìåðÿþòñÿ âàíãñòðåìàõ, 1�A = 10−8 ñì.Ìîÿ èñêðåííÿÿ áëàãîäàðíîñòü Ä. �.ßêîâëåâó, ñäåëàâøåìóáîëüøîå ÷èñëî çàìå÷àíèé, ïîçâîëèâøèõ óëó÷øèòü òåêñò ïîñîáèÿ.Èçäàíèå îñóùåñòâëåíî ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà �Âå-äóùèå íàó÷íûå øêîëû� ÍØ�1088.2003.2.
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Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà�ëàâà I. ÂâåäåíèåÂ ýòîé ãëàâå, ïðåäøåñòâóþùåé èçëîæåíèþ ñîáñòâåííî êâàíòî-âîé ìåõàíèêè, íàïîìíèì íåêîòîðûå �àêòû, èçâåñòíûå èç êóðñà îá-ùåé �èçèêè, îòìåòèì îòëè÷èÿ îáúåêòîâ ìèêðîìèðà îò ìàêðîñêîïè-÷åñêèõ òåë è äàäèì ïîíÿòèå î ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå êâàíòîâîéòåîðèè.� 1. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå îñíîâàíèÿ êâàíòîâîéìåõàíèêèÊ êîíöó äåâÿòíàäöàòîãî âåêà êàçàëîñü, ÷òî �èçè÷åñêàÿ òåîðèÿâ îñíîâíîì çàâåðøåíà è îñòàåòñÿ òîëüêî ïîëó÷àòü åå ñëåäñòâèÿ èïðèìåíÿòü ê êîíêðåòíûì ÿâëåíèÿì. Îäíàêî â íà÷àëå äâàäöàòîãîñòîëåòèÿ áûëè îáíàðóæåíû ÿâëåíèÿ, íå âïèñûâàþùèåñÿ â ñõåìóêëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Òðè ãðóïïû �àêòîâ ïðèâåëè ê ïîíèìàíèþòîãî, ÷òî îáúåêòû ìèêðîìèðà ïîä÷èíÿþòñÿ äðóãèì çàêîíàì, îòëè÷-íûì îò çàêîíîâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, è ê íåîáõîäèìîñòè ïîñòðî-åíèÿ íîâîãî àïïàðàòà.1. Äèñêðåòíîñòü âåëè÷èí. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî â íåêîòî-ðûõ ÿâëåíèÿõ �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû èçìåíÿþòñÿ íå íåïðåðûâíî, àñêà÷êàìè [21,23℄.à) Èçëó÷åíèå àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà. Ïðè âûâîäå �îðìóëû,îïèñûâàþùåé ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â ñïåêòðå àáñîëþòíî ÷åðíîãîòåëà, Ì.Ïëàíê âûíóæäåí áûë ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ýëåê-òðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò èçëó÷àòüñÿ â âèäå îòäåëüíûõ ïîðöèé �êâàíòîâ, ýíåðãèÿ êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíà ÷àñòîòå ω = 2πν è ïî-ñòîÿííîé Ïëàíêà h̄ = h/2π: hν = h̄ω. Âïîñëåäñòâèè ýòè êâàíòûíàçâàëè �îòîíàìè.á) Îïûò Ôðàíêà��åðöà. Ïðè ïðîïóñêàíèè òîêà ÷åðåç ãàç áûëîîáíàðóæåíî, ÷òî ñèëà òîêà íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ïðè-ëàãàåìîãî íàïðÿæåíèÿ, à íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðûõ åãî çíà÷åíèé ðåçêî13



âîçðàñòàåò. Êàê ìû çíàåì ñåé÷àñ, ïðè ýòèõ íàïðÿæåíèÿõ ýëåêòðî-íû ðàçãîíÿëèñü äî òàêèõ ñêîðîñòåé, ÷òî ìîãëè âûçûâàòü èîíèçàöèþàòîìîâ è èîíîâ ãàçà, ïîðîæäàÿ âòîðè÷íûå ýëåêòðîíû.â) Êîìáèíàöèîííûé ïðèíöèï �èòöà. ×àñòîòû ëèíèé â ñïåê-òðå àòîìîâ ìîæíî ïîëó÷àòü, íàõîäÿ ðàçíîñòè íåêîòîðîãî íàáîðàâåëè÷èí, íàçûâàåìûõ òåðìàìè: h̄ωn m = Tn − Tm.ã)ÎïûòØòåðíà��åðëàõà.Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ìàãíèòíîåïîëå ïó÷îê ýëåêòðîíîâ ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà, êàê ìû òåïåðü çíàåì, âñîîòâåòñòâèè ñ äâóìÿ ïðîåêöèÿìè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà.2. Êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé äóàëèçì. Îáúåêòû ìèêðîìè-ðà â ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ ïðîÿâëÿþò ñåáÿ òî êàê ÷àñòèöû, òî êàê âîë-íû. Â ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåîðèè èìååòñÿ äâà ñïîñîáà îïèñàíèÿ÷àñòèö ìèêðîìèðà [5,21℄.à) Ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå. Â äàâíåì ñïîðå È.Íüþòîíàè È. �.Ëåéáíèöà î ïðèðîäå ñâåòà: ÷àñòèöû ýòî èëè âîëíû? � ïðàâûîêàçàëèñü îáà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñâåò ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ýëåêòðîìàã-íèòíûå âîëíû, êîãäà ñîçäàåò äè�ðàêöèîííûå è èíòåð�åðåíöèîí-íûå êàðòèíû, à ñ äðóãîé, âåäåò ñåáÿ êàê ÷àñòèöû ñ îïðåäåëåííîéýíåðãèåé è èìïóëüñîì, íàïðèìåð ïðè ðàññåÿíèè íà ýëåêòðîíàõ (ý�-�åêò Êîìïòîíà) èëè ïðè �îòîý��åêòå.á) Ýëåêòðîíû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýëåêòðîí � ýòî ÷àñòèöà ñîïðåäåëåííîé ìàññîé, à ñ äðóãîé, ýëåêòðîííûé ïó÷îê äè�ðàãèðóåòíà êðèñòàëëàõ.3. Ñóùåñòâîâàíèå ÿâëåíèé, íå èìåþùèõ êëàññè÷åñêèõàíàëîãîâ.à) Ìåõàíè÷åñêèé è ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà � ñïèí.Ýòîò ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ñâîéñòâîì ýëåêòðîíà, êîòîðîåíåâîçìîæíî îáúÿñíèòü, èñõîäÿ èç êëàññè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Íà-ïðèìåð, íåëüçÿ ñâåñòè åãî ê âðàùåíèþ çàðÿäà.á) Ïðèíöèï çàïðåòà Ïàóëè. Íå âñå ìûñëèìûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóòîñóùåñòâëÿòüñÿ â ïðèðîäå. Â.Ïàóëè îáíàðóæèë, ÷òî íå âñå âîçìîæ-íûå êîìáèíàöèè àòîìíûõ òåðìîâ íà ñàìîì äåëå íàáëþäàþòñÿ.â) �àñïàä ÿäåð àòîìîâ. Ïðè ðàñïàäå îäíè ÷àñòèöû ïðåâðàùà-þòñÿ â äðóãèå, ò. å. ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå è èñ÷åçíîâåíèå ÷àñòèö.ã) Íåîáúÿñíåííûå ÿâëåíèÿ. Èìåþòñÿ è äðóãèå ÿâëåíèÿ, íåêî-òîðûå èç êîòîðûõ íå ïîëó÷èëè îáúÿñíåíèÿ äî ñèõ ïîð, íàïðèìåð14



ñóùåñòâîâàíèå íàèìåíüøåãî çàðÿäà, ñïåêòð ìàññ ýëåìåíòàðíûõ ÷à-ñòèö è äð. Ôèçèêà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïðîäîëæàåò áóðíî ðàçâè-âàòüñÿ è îêîí÷àòåëüíî ïîêà íå î�îðìèëàñü.� 2. Îñîáåííîñòè êâàíòîâîé ìåõàíèêèÎáúåêòû ìèêðîìèðà îáëàäàþò òàêèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûåðåçêî îòëè÷àþò èõ îò ìàêðîñêîïè÷åñêèõ îáúåêòîâ.1. Îòñóòñòâèå òðàåêòîðèé ÷àñòèö. Îïûòû ïî ïðîïóñêàíèþïó÷êà ÷àñòèö ÷åðåç ýêðàí ñ äâóìÿ è îäíîé ùåëÿìè, ïðèâîäÿùèåê ñîâåðøåííî ðàçíûì äè�ðàêöèîííûì êàðòèíàì çà ýêðàíîì, ïîêà-çûâàþò, ÷òî íåëüçÿ ãîâîðèòü îá îïðåäåëåííîé òðàåêòîðèè ÷àñòèöû,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îäíó èç äâóõ ùåëåé.2. Ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè. Ýòîò ïðèíöèï áûë èçâåñòåíâ âîëíîâîé òåîðèè. Íàïðèìåð, ðàçìåð ìóçûêàëüíîãî èíñòðóìåíòàîãðàíè÷èâàåò âîçìîæíûå ÷àñòîòû åãî çâó÷àíèÿ. Îäíàêî â ìèêðî-ìèðå ýòîò ïðèíöèï îòíîñèòñÿ ê âîçìîæíîñòè îäíîâðåìåííîãî îïðå-äåëåíèÿ äâóõ âåëè÷èí. Òàê, íåîïðåäåëåííîñòè â çíà÷åíèÿõ êîîðäè-íàòû è èìïóëüñà ÷àñòèöû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ∆x · ∆p ≈ h.3. Èçìåðåíèå. Ïîñêîëüêó íåïîñðåäñòâåííî ÷åëîâåê íå ìîæåòâîñïðèíèìàòü îáúåêòû ìèêðîìèðà, íóæåí íåêîòîðûé ïîñðåäíèêìåæäó íèìè. Ïîýòîìó ñîâåðøåííî îñîáóþ ðîëü â êâàíòîâîé ìå-õàíèêå èãðàþò ïîíÿòèÿ ïðèáîðà è ïðîöåññà èçìåðåíèÿ.Ïðèáîðîì íàçûâàåòñÿ îáúåêò, êîòîðûé ìîæåò âçàèìîäåéñòâî-âàòü ñ îáúåêòàìè ìèêðîìèðà, íî ñàì ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ äî-ïóñêàåò êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå.Ïðèáîð äîëæåí ñîñòîÿòü èç òðåõ ÷àñòåé. Îïèøåì èõ íà ïðèìå-ðå óñêîðèòåëÿ ÷àñòèö.1) Ïîäãîòàâëèâàþùàÿ ÷àñòü. Ýòî ìîæåò áûòü äîâîëüíî áîëü-øîå ñîîðóæåíèå, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ ýëåêòðîìàãíèòû è ãåíåðàòîðûýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ðàçãîíÿþùèå ÷àñòèöû.2) �àáî÷àÿ ÷àñòü. Ýòî òî ìåñòî, ãäå ïðîèñõîäèò ñàìîå ãëàâíîå� âçàèìîäåéñòâèå èçó÷àåìûõ ÷àñòèö è ïîëåé ìåæäó ñîáîé. Èìåííîòàì ïðîèñõîäÿò ðåàêöèè, ïðåâðàùåíèÿ îäíèõ ÷àñòèö â äðóãèå è ò. ï.3) �åãèñòðèðóþùèå óñòðîéñòâà. Èõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî âñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëîì èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí. Ïðîðåàãèðîâàâøèå ÷à-ñòèöû ëîâÿòñÿ â èçìåðèòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ, íàïðèìåð â êàìåðàõÂèëüñîíà, �îòîïëàñòèíêàõ, �îòîìåòðàõ èëè àìïåðìåòðàõ, è ïî èõ15



ñëåäàì è âîçäåéñòâèÿì íà ýòè óñòðîéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿèçìåðÿåìûõ âåëè÷èí.Åñëè çàäåéñòâîâàíû òîëüêî ïåðâûå äâå ÷àñòè ïðèáîðà, îïûòíàçûâàåòñÿ íåïîëíûì, íà÷àëüíûì. Åñëè ïîëó÷åíî èçìåðåíèå êàêîé-ëèáî âåëè÷èíû òðåòüåé ÷àñòüþ ïðèáîðà, îïûò íàçûâàåòñÿ çàâåð-øåííûì. Ïîëíûì îïûò íàçûâàþò â òîì ñëó÷àå, åñëè â ðåçóëüòàòååãî ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíû âñå âîçìîæíûå âåëè÷èíû ñ ïîìîùüþ âñåõðåãèñòðèðóþùèõ óñòðîéñòâ.� 3. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò êâàíòîâîéìåõàíèêè1. �èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Èñïîëüçóåìûé â êâàíòîâîéìåõàíèêå ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ñëîæíåå è ñïåöè�è÷íåå, ÷åì àï-ïàðàò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Â îñíîâå åãî ëåæèò ïîíÿòèå ãèëüáåð-òîâà ïðîñòðàíñòâà (ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè ñì., íàïðèìåð, âêíèãàõ [4,30℄).�èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî � ýòî ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-ñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è ïîëíîòîé.Âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà ìîæíî óìíîæàòü íà êîìïëåêñíûå ÷èñ-ëà è ñêëàäûâàòü, ò. å. åñëè ϕ1 è ϕ2 � äâà âåêòîðà, òî ïîíÿòíî,÷òî òàêîå èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ c1ϕ1 + c2ϕ2, ãäå c1 è c2 � ïðî-èçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íóëü-âåêòîð,êîòîðûé ìîæíî îáîçíà÷àòü ïðîñòî 0.Âåêòîðû ϕ è ψ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè èç ðàâåíñòâà αϕ +
βψ = 0 ñëåäóåò, ÷òî α = 0, β = 0.2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Êàæäûì äâóì âåêòîðàì ϕ è ψñîïîñòàâëÿåòñÿ (êîìïëåêñíîå) ÷èñëî (ϕ, ψ). Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè îïåðàöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè.1) Íåîòðèöàòåëüíîñòü êâàäðàòà íîðìû. Ïðè ëþáîì ϕïðîèçâåäåíèå (ϕ,ϕ) ≥ 0, ò. å. ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñåáÿ, âñåãäàâåùåñòâåííî è íåîòðèöàòåëüíî. �àâåíñòâî íóëþ ïîëó÷àåòñÿ, òîëüêîåñëè ñàì âåêòîð íóëåâîé: ϕ = 0. Âåëè÷èíà √(ϕ,ϕ) = ||ϕ|| íàçûâà-åòñÿ íîðìîé âåêòîðà.2) Ñèììåòðè÷íîñòü. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ïîðÿäêà ñîìíîæè-òåëåé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà êîìïëåêñíî-ñîïðÿ-æåííîå: (ϕ, ψ) = (ψ, ϕ)∗. 16



3) Ëèíåéíîñòü. Ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó âûðàæà-åòñÿ ðàâåíñòâîì (c1ϕ1 + c2ϕ2, ψ) = c∗1(ϕ1, ψ)+ c∗2(ϕ2, ψ). Ëèíåéíîñòüïî âòîðîìó àðãóìåíòó òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, ïðè÷åì ïðè åå �îðìóëè-ðîâêå êîý��èöèåíòû âûíîñÿòñÿ íå ñîïðÿæåííûìè, ÷òî ëåãêî äîêà-çûâàåòñÿ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì 2. Â �èçè÷åñêèõ òåîðèÿõâ îòëè÷èå îò ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîïðÿæåííàÿ ïîñòîÿííàÿ âûíîñèòñÿèìåííî èç ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ.4) Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Ìîäóëü ñêàëÿðíî-ãî ïðîèçâåäåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèÿ íîðì ñîìíîæèòåëåé:
|(ϕ, ψ)| ≤ ||ϕ|| · ||ψ||. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îíî ðàâíîñèëüíî íåðà-âåíñòâó òðåóãîëüíèêà ||ϕ+ ψ|| ≤ ||ϕ|| + ||ψ||.Ââèäó êîìïëåêñíîçíà÷íîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåâîç-ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå óãëà ìåæäó âåêòîðàìè, êàê ýòî äåëàåòñÿ ââåùåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îäíàêî ãîâîðÿò, ÷òî äâà âåêòîðà îð-òîãîíàëüíû (ϕ ⊥ ψ), åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ:
(ϕ, ψ) = 0.3. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Åñëè çàäàíà ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ ϕn, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ ê âåêòî-ðó ϕ, åñëè ||ϕn − ϕ|| → 0 ïðè n → ∞. Ýòà ñõîäèìîñòü íàçûâàåò-ñÿ ñèëüíîé. Êàê è â ñëó÷àå ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äàåòñÿîïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ â ñåáå (èëè �óíäà-ìåíòàëüíîé), åñëè äîñòàòî÷íî äàëåêèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòèñêîëü óãîäíî áëèçêè äðóã ê äðóãó ïî íîðìå. Âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ è â ñåáå. Åñëè âåðíî îáðàòíîå, òî ïðî-ñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî âåðíî íå âñåãäà.Îäíàêî â òåîðèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-ñòâî, ïåðâîíà÷àëüíî íåïîëíîå, ìîæíî ïîïîëíèòü íåêîòîðûìè ýëå-ìåíòàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíî ñòàíåò ïîëíûì.Îïðåäåëÿåòñÿ åùå òàê íàçûâàåìàÿ ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè: åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ψ âûïîëíÿåòñÿ (ϕn, ψ) →
(ϕ, ψ), òî ϕn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ϕ.4. Äâå ðåàëèçàöèè. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äâà êîí-êðåòíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâà, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþò-ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë è �óíêöèè.Ïðîñòðàíñòâî l2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ,çàäàâàåìûõ êîîðäèíàòàìè. Êîîðäèíàòû ðàñïîëàãàþò â âèäå áåñêî-íå÷íûõ ñòîëáöîâ âèäà 17
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.Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç îïåðàöèèñ êîîðäèíàòàìè. Âåêòîð ñ÷èòàåòñÿ ïðèíàäëåæàùèì ïðîñòðàíñòâó
l2, åñëè ñóììà ðÿäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî êâàäðàò åãî íîðìû, êîíå÷íà,ò. å.

||ϕ||2 =

∞∑

n=1

|ϕ(n)|2 <∞.Äëÿ òàêèõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(ϕ, ψ) =

∞∑

n=1

ϕ∗(n)ψ(n). (1)Çäåñü ñîïðÿæåíèå òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ ñ êîîðäèíàòàìè ïåðâîãî ñî-ìíîæèòåëÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (1) îá-ëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå òðåáóþòñÿ îáùèì îïðåäåëåíèåì,äàííûì âûøå.Ïðîñòðàíñòâî L2(D). Ýòî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, çàäàííûõ âîáëàñòè D âåùåñòâåííîãî ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è ñóììèðóåìûõâ ýòîé îáëàñòè ñ êâàäðàòîì, ò. å. òàêèõ, ÷òî
∫

D

|ϕ(q)|2dq <∞.Çäåñü q ∈ D, à dq � ýëåìåíò îáúåìà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(ϕ, ψ) =

∫

D

ϕ∗(q)ψ(q)dq (2)òàêæå îáëàäàåò âñåìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè.Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà L2 íà÷èíàþò ñ ïðîñòðàíñòâà íåïðå-ðûâíûõ �óíêöèé è èíòåãðàëà �èìàíà. Îäíàêî òàêîå ïðîñòðàíñòâîíå ïîëíî, òàê êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ �óíê-öèé ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì. Äëÿ ðàçðûâíûõ �óíêöèé òðåáóåòñÿ18



îáîáùèòü ïîíÿòèå èíòåãðàëà, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëå-áåãà. Òîãäà âñå �óíêöèè, èíòåãðàë Ëåáåãà îò êâàäðàòîâ ìîäóëåéêîòîðûõ êîíå÷åí, ñîñòàâëÿþò óæå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.5. Îïåðàòîðû.1) Îïðåäåëåíèå è ëèíåéíîñòü. Îïåðàòîð ñîïîñòàâëÿåò âåê-òîðàì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà âåêòîðû èç òîãî æå ïðîñòðàíñòâà.�àññìàòðèâàåì òîëüêî ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ò. å. òàêèå, ÷òî
L̂ (c1ϕ1 + c2ϕ2) = c1L̂ (ϕ1) + c2L̂ (ϕ2).2)Ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ. Åñëè L̂ è M̂ � äâà îïåðàòîðà,òî L̂ M̂ � èõ ïðîèçâåäåíèå. Ïåðâûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ âíåøíèì,âòîðîé � âíóòðåííèì. Ñíà÷àëà íà âåêòîð âîçäåéñòâóåò âíóòðåí-íèé îïåðàòîð, çàòåì âíåøíèé. Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ îïåðàòîðîâ âïðîèçâåäåíèè, êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâåí. Åñëè L̂ M̂ = M̂ L̂ , îïåðàòî-ðû íàçûâàþòñÿ êîììóòèðóþùèìè. Äàëåêî íå âñå ïàðû îïåðàòîðîâîáëàäàþò ñâîéñòâîì êîììóòàöèè. �àçíîñòü L̂ M̂ − M̂ L̂ = [L̂ , M̂ ]íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì äâóõ îïåðàòîðîâ.3) Åäèíè÷íûé îïåðàòîð 1̂ = 1. Åãî âîçäåéñòâèå íà âåêòîðíå ìåíÿåò ýòîò âåêòîð, ïîýòîìó åäèíè÷íûé îïåðàòîð ìîæíî îòîæ-äåñòâèòü ñ ÷èñëîì 1 è íå ñòàâèòü ¾øëÿïêè¿ íàä íèì.4) Îáðàòíûé îïåðàòîð. Îí îïðåäåëÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ êîïåðàòîðó L̂ ðàâåíñòâîì L̂

−1
L̂ = L̂ L̂

−1
= 1. Îáðàòíûé îïåðàòîðñóùåñòâóåò íå ó âñåõ îïåðàòîðîâ, êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîãîïðîñòðàíñòâà. Áîëåå òîãî, âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà ñóùåñòâóþòòîëüêî ëåâûé èëè òîëüêî ïðàâûé îáðàòíûå, à ìîæåò áûòü, ÷òî ñó-ùåñòâóþò îáà, íî íå ðàâíû äðóã äðóãó. Ýòè îñîáåííîñòè ãèëüáåð-òîâà ïðîñòðàíñòâà ìû íå ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå.5) Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âèäà

(ϕ, L̂ ψ), ãäå ϕ è ψ � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, íàçûâàåòñÿ áèëè-íåéíîé �îðìîé îïåðàòîðà, à (ϕ, L̂ ϕ) � åãî êâàäðàòè÷íîé �îðìîé.Îïðåäåëåíèå ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà L̂ † ïî îòíîøåíèþê îïåðàòîðó L̂ òðåáóåò, ÷òîáû ïðè ïðîèçâîëüíûõ ϕ è ψ âûïîëíÿ-ëîñü ñîîòíîøåíèå
(ϕ, L̂ ψ) = (L̂

†
ϕ, ψ).Ïðèìåì çà î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå, ÷òî (L̂

†
)† = L̂ .19



6) Ñîïðÿæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñî-ïðÿæåíèè ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ èçìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê èõñëåäîâàíèÿ: (L̂ M̂ )† = M̂
†
L̂

†. Äåéñòâèòåëüíî,
(ϕ, L̂ M̂ψ) = (L̂

†
ϕ, M̂ψ) = (M̂

†
L̂

†
ϕ, ψ) = ((L̂ M̂ )†ϕ, ψ).7) Ñïåêòð îïåðàòîðîâ. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ èòàêîé íåíóëåâîé âåêòîð ϕ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ÷òî âûïîë-íÿåòñÿ ðàâåíñòâî L̂ ϕ = λϕ, òî ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûìçíà÷åíèåì (ñ.ç.) îïåðàòîðà, à âåêòîð ϕ � åãî ñîáñòâåííûì âåêòî-ðîì (ñ.â.). Ñîâîêóïíîñòü ñ.ç. îïåðàòîðà îáðàçóåò åãî (äèñêðåòíûé)ñïåêòð.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðîìå äèñêðåòíîãî ó îïåðàòîðîâ â áåñêî-íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è òàê íàçûâàåìûéíåïðåðûâíûé ñïåêòð, èëè êîíòèíóóì. Ïðèíàäëåæàùèå êîíòèíóóìóñ.ç. ìîãóò áûòü äëÿ êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ íàéäåíû ïîñðåäñòâîìðåøåíèÿ êàêèõ-ëèáî óðàâíåíèé è ìîãóò çàïîëíÿòü íåêîòîðûé ïðî-ìåæóòîê èëè êðèâóþ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî â îòëè÷èåîò äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþùèå ñ.â. íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåí-òàìè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, à èìåþò áåñêîíå÷íóþ íîðìó. Ýòîñëóæèò ïðèçíàêîì èìåííî íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Áîëåå ñòðîãîåîïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà äàåòñÿ â óêàçàííûõ âûøå êóð-ñàõ òåîðèè îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ ìîãóò áûòü ëèáî ïðîñòûìè,ëèáî êðàòíûìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå îïðåäåëåííîìó ñ.ç. îòâå÷àåò òîëü-êî îäèí ñ.â., êðàòíîå ñ.ç. èìååò íåñêîëüêî ñ.â. ×èñëî ëèíåéíî íåçà-âèñèìûõ ñ.â., ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó è òîìó æå ñ.ç., íàçûâàåòñÿêðàòíîñòüþ âûðîæäåíèÿ åãî, à ñàìî ñ.ç. � âûðîæäåííûì.8)Ïðèçíàê êîììóòèðîâàíèÿ.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-ðåìà.Äëÿ òîãî ÷òîáû äâà îïåðàòîðà êîììóòèðîâàëè, íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè èìåëè îáùóþ ñèñòåìó ñ.â.9) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

L̂n → L̂ , åñëè ïðè ëþáîì ψ âûïîëíÿåòñÿ L̂nψ → L̂ ψ.10) Ôóíêöèè îò îïåðàòîðîâ. Î÷åíü ëåãêî îïðåäåëèòü öå-ëûå ñòåïåíè îïåðàòîðîâ, â òîì ÷èñëå îòðèöàòåëüíûå: ýòî äåëàåòñÿ÷åðåç ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèÿ. Èìååòñÿ äâà ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ áî-ëåå ñëîæíûõ �óíêöèé îò îïåðàòîðîâ.20



à) Åñëè �óíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé ïðåäñòàâèìà â âèäå ñòåïåí-íîãî ðÿäà f(x) =

∞∑

n=1

anx
n, òî
f(L̂ ) =

∞∑

n=1

anL̂
n
.Ñóììà ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë ÷àñòíûõ ñóìì.á) Åñëè èçâåñòåí ñïåêòð îïåðàòîðà, òî÷íåå åãî ñ.ç. è ñ.â. L̂ ϕ =

λϕ, òî f(L̂ ) � ýòî òàêîé îïåðàòîð, ó êîòîðîãî ñ.â. òå æå, ÷òî è ó
L̂ , à ñ.ç. ÿâëÿþòñÿ f(λ). ßñíî, ÷òî ñïåêòð ñ.ç. äîëæåí âõîäèòü âîáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f .6. Ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ. Îíî ñâÿçàíî ñ ïðåäñòàâëå-íèåì âåêòîðîâ. Â ïðîñòðàíñòâå l2 îïåðàòîðû èçîáðàæàþòñÿ áåñ-êîíå÷íûìè ìàòðèöàìè. Â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé, êàê è â ñëó÷àåñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äåéñòâèå îïåðàòîðà íà �óíêöèþ ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

ψ(q) =

∫

D

L(q, q′)ϕ(q)dq′.Ôóíêöèÿ äâîéíîãî àðãóìåíòà L(q, q′) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà.Áèëèíåéíàÿ �îðìà îïåðàòîðà
(ϕ, L̂ ψ) =

∫

D

dq

∫

D

dq′ϕ∗(q)L(q, q′)ψ(q′).Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð èìååò ÿäðî � ñîïðÿæåííóþ �óíêöèþ ñ ïå-ðåñòàâëåííûìè àðãóìåíòàìè L∗(q′, q).Ïðèìåðàìè îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ1) èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, èçó÷àåìûå â òåîðèè èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé;2) åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Â l2 åãî ïðåäñòàâëåíèå î÷åâèäíî: ýòîáåñêîíå÷íàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ò. å. ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè ïî ãëàâ-íîé äèàãîíàëè è âñåìè îñòàëüíûìè íóëåâûìè ýëåìåíòàìè {δn m}.Ñëîæíåå ïðåäñòàâëåíèå åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà â L2. Ïðè âñåõ�óíêöèÿõ ϕ(q) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
∫

D

δ(q, q′)ϕ(q′)dq′ = ϕ(q). (3)21



ßñíî, ÷òî çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå q íå ìîæåò çàâèñåòü îò åå çíà-÷åíèé â äðóãèõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó δ(q, q′) = δ(q′− q). Íî òîãäà ðàâåí-ñòâî (3) ïðåâðàùàåòñÿ â îñíîâíîå ñâîéñòâî äåëüòà-�óíêöèè Äèðàêà.Òàêèì îáðàçîì, ÿäðîì åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ δ(q − q′).7. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû.1) Îïðåäåëåíèå. Òàêîé îïåðàòîð ðàâåí ñâîåìó ñîïðÿæåííî-ìó: Â = Â
†. Èíà÷å: ñàìîñîïðÿæåííûé (ñ.ñ.) îïåðàòîð îáëàäàåòñâîéñòâîì (ϕ, Â ψ) = (Â ϕ, ψ). Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî îïðåäåëåíèå ñèì-ìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà, íî èçó÷åíèå ðàçëè÷èé ìåæäó íèìè çäåñüíåâîçìîæíî.2) Ñàìîñîïðÿæåííîñòü ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðîèçâåäåíèå ñà-ìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì òîëüêî âòîì ñëó÷àå, åñëè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò. Äåéñòâèòåëüíî, (Â B̂ )†=

B̂
†
Â

†
= B̂ Â .3) Ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Ñïðàâåäëèâîäâà óòâåðæäåíèÿ.à) Âåñü ñïåêòð ñ.ñ. îïåðàòîðà âåùåñòâåííûé.á) Ñ.â., îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñ.ç., îðòîãîíàëüíû.Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé î÷åíü ïðîñòû. �îðàçäî áîëååñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð ñ.ñ. îïåðàòîðà âñåãäà íå ïóñò.4) Ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèé. Â l2 ñ.ñ. îïåðàòîð èçîáðàæà-åòñÿ ñ.ñ. ìàòðèöåé: An m = A∗

m n, à â L2 � ñ.ñ. ÿäðîì: A(q, q′) =
A∗(q′, q).8. Óíèòàðíûå îïåðàòîðû.1) Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð Û � óíèòàðíûé, åñëè ïðè ëþáûõâåêòîðàõ (Û ϕ, Û ψ) = (ϕ, ψ), ò. å. ïðèìåíåíèå ýòîãî îïåðàòîðà ê îáî-èì ñîìíîæèòåëÿì íå ìåíÿåò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.2) Ñâÿçü ñîïðÿæåííîãî è îáðàòíîãî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëå-äóåò, ÷òî Û †

Û = 1 èëè Û †
= Û

−1, ò. å. ñîïðÿæåííûé ê óíèòàðíîìóîïåðàòîðó ðàâåí åãî îáðàòíîìó.3) Ñïåêòð. Ñïåêòð óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ëåæèò íà åäèíè÷-íîé îêðóæíîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Û ϕ=

λϕ, òî (Û ϕ, Û ϕ) = λ∗λ(ϕ,ϕ) = (ϕ,ϕ). Òàê êàê (ϕ,ϕ) 6= 0, òî |λ| = 1.4) Óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó âåê-òîðó ïðåîáðàçîâàííûé ϕ′ = Û ϕ. Òîãäà (ϕ, L̂ ψ) = (Û ϕ, Û L̂ ψ) =22



(ϕ′, L̂
′
ψ′) = (Û ϕ, Û L̂ Û

−1
Û ψ). Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòå ñ âåêòîðàìèïðåîáðàçóþòñÿ è îïåðàòîðû ïî �îðìóëå L̂ ′

= Û L̂ Û
−1

= Û L̂ Û
†.Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè íå èçìåíÿþòñÿ ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ èèõ ñïåêòðû. Íàïðèìåð, ñ.ñ. îïåðàòîð îñòàåòñÿ ñ.ñ.9. �àçëîæåíèå ïî ïîëíûì ñèñòåìàì. Ñèñòåìà âåêòîðîâïîëíà, åñëè íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî âåêòîðà, îðòîãîíàëüíîãî âñåìâåêòîðàì ñèñòåìû. �àâíîñèëüíîå ïîíÿòèå � çàìêíóòîñòü ñèñòåìû,êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå çàìêíóòîñòè (ñì. íèæå).1)Äèñêðåòíûé íàáîð.Ïóñòü ìû èìååì íàáîð âåêòîðîâ {ϕn}.Âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü åãî îðòîíîðìàëüíûì, ò. å. ñîñòîÿùèì èç îð-òîãîíàëüíûõ è íîðìèðîâàííûõ íà åäèíèöó âåêòîðîâ. Íîðìàëèçà-öèþ âñåãäà ìîæíî ïðîèçâåñòè. Åñëè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûå,ò. å. åñëè èç ðàâåíñòâà n∑

m=1

cmϕm = 0 ïðè ëþáîì n ñëåäóåò, ÷òî âñå
cm = 0, òî âñåãäà ìîæíî ïðîèçâåñòè ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ñè-ñòåìû.Òàêèì îáðàçîì, (ϕn, ϕm) = δn m. Òîãäà ïðîèçâîëüíûé âåêòîðìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî âûáðàííîé ñèñòåìå (ïðåäåëû ñóììèðî-âàíèÿ äëÿ êðàòêîñòè íå óêàçûâàåì):

ψ =
∑

cmϕm.Óìíîæåíèå ñêàëÿðíî íà ϕn ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ êîý��èöèåíòàðàçëîæåíèÿ ÷åðåç ðàçëàãàåìûé âåêòîð cn = (ϕn, ψ). �àçëîæåíèå èêîý��èöèåíòû åãî ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Æ.Á.Æ.Ôóðüå.Åñëè ïîäñòàâèòü êîý��èöèåíò Ôóðüå â ðàçëîæåíèå, ïîëó÷èòñÿòîæäåñòâî
ψ =

∑

ϕm(ϕn, ψ). (4)Çàïèñàâ åãî â ïðåäñòàâëåíèè ïðîñòðàíñòâà L2 è èñêëþ÷èâ ïðîèç-âîëüíóþ �óíêöèþ ψ(q), ïîëó÷èì óñëîâèå ïîëíîòû ñèñòåìû
∑

ϕn(q)ϕ∗
n(q′) = δ(q − q′).Îðòîãîíàëüíîñòü æå �óíêöèé ñîãëàñíî (2) âûðàçèòñÿ ðàâåíñòâîì

∫

D

ϕn(q)ϕm(q)dq = δn m.23



Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò íîðìû âåêòîðà (îáîáùåíèå òåîðå-ìû Ïè�àãîðà)
||ψ||2 =

∑

|cm|2.Åñëè òàêîå ðàâåíñòâî (óñëîâèå çàìêíóòîñòè) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî âåêòîðà ψ, òî ñèñòåìà {ϕn} íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé. Ïîë-íàÿ ñèñòåìà âñåãäà çàìêíóòà è íàîáîðîò.2)Íåïðåðûâíûé íàáîð. Ïóñòü òåïåðü íàáîð �óíêöèé ïðîíó-ìåðîâàí íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîì {ϕα} èç íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêàèëè íåñêîëüêèõ ïðîìåæóòêîâ. Îðòîãîíàëüíîñòü òàêîãî íàáîðà âû-ðàæàåòñÿ ÷åðåç äåëüòà-�óíêöèþ:
(ϕα, ϕβ) = δ(α− β).Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ðàñêëàäûâàåì â èíòåãðàë Ôóðüå ïî �óíêöè-ÿì íàáîðà:
ψ =

∫

cαϕαdα.Êîý��èöèåíò Ôóðüå îïðåäåëÿåòñÿ ïðåæíåé �îðìóëîé
cα = (ϕα, ψ),è àíàëîã ðàâåíñòâà (4) âûãëÿäèò ïîõîæå:

ψ =

∫

ϕα(ϕα, ψ)dα.Åñëè ðàçëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî âåêòîðà, òî ñèñòåìàïîëíà. Çàïèøåì óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû îïÿòü äëÿ L2:îðòîãîíàëüíîñòü
∫

D

ϕ∗
α(q)ϕβ(q)dq = δ(α− β),ïîëíîòà ∫

ϕ∗
α(q)ϕα(q′)dα = δ(q − q′).Áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò ÷àñòè÷íî èç äèñ-êðåòíîãî íàáîðà, ÷àñòè÷íî èç íåïðåðûâíîãî. Óñëîâèÿ ïîëíîòû è îð-òîãîíàëüíîñòè çàïèñûâàþòñÿ â òàêîì ñëó÷àå ñìåøàííûì îáðàçîì.24



�ëàâà II. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîéìåõàíèêèÂ ýòîé ãëàâå áóäóò ñ�îðìóëèðîâàíû è ïðîêîììåíòèðîâàíû ÷å-òûðå îñíîâíûõ ïîñòóëàòà êâàíòîâîé ìåõàíèêè [7,21,28℄, íà îñíîâåêîòîðûõ ðåøàþòñÿ êîíêðåòíûå çàäà÷è.� 1. Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû è èõ îïåðàòîðû1. Âåëè÷èíû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Â îòëè÷èå îò êëàññè-÷åñêîé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èìåþò äåëî íå ñ ñàìèìè âåëè÷èíàìè,à ñ èõ ìàòåìàòè÷åñêèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè.Ïåðâûé ïîñòóëàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Êàæäîé �èçè-÷åñêîé âåëè÷èíå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïå-ðàòîð. Âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ñïåêòðà ýòîãîîïåðàòîðà.Ïðèìåíÿåòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷àþùèõñÿ ñïîñîáîâ ñîïîñòàâëå-íèÿ îïåðàòîðîâ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî òàê íàçû-âàåìîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå.2. Îïåðàòîð êîîðäèíàòû. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèèêîîðäèíàòå â ïðîñòðàíñòâå L2 ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîð óìíîæåíèÿíà ýòó êîîðäèíàòó.Ïóñòü q � ëþáàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êðèâîëèíåéíàÿ êîîðäèíàòà.Òîãäà q̂ = q.Íàéäåì ñ.ç. è ñ.â. ýòîãî îïåðàòîðà. Â ïðîñòðàíñòâå L2 ñ.â. áóäóòñîáñòâåííûå �óíêöèè (ñ.�.). Óðàâíåíèå íà ñ.ç.
q̂ ψq0

(q) = q0ψq0
(q) èëè (q − q0)ψq0

(q) = 0äîïóñêàåò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîëüêî ïðè q = q0, òàê ÷òî �óíê-öèÿ ψq0
(q) îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â îäíîé òî÷êå. Ýòî ìîæåò áûòüòîëüêî äåëüòà��óíêöèÿ ψq0

(q) = δ(q−q0), ÷òî åñòåñòâåííî: äåëüòà��óíêöèÿ è îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â òî÷êå q0. Òàêîé íàáîð�óíêöèé ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî êîîðäèíàòà ìîæåò ïðèíèìàòü ëþ-áîå çíà÷åíèå èç îáëàñòè ñâîåãî èçìåíåíèÿ, òàê ÷òî ñïåêòð ñ.ç. îïå-ðàòîðà êîîðäèíàòû íåïðåðûâíûé.Ââèäó íåïðåðûâíîñòè ñïåêòðà ñ.ç. êîîðäèíàòû óñëîâèå îðòî-ãîíàëüíîñòè ñ.�. çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç äåëüòà-�óíêöèþ. Ëåãêî óáå-äèòüñÿ, ÷òî ∫

ψq0
(q)ψq′

0
(q)dq = δ(q0 − q′0).25



Óñëîâèå ïîëíîòû òàêæå ñîäåðæèò äåëüòà-�óíêöèþ, òàê êàê �óíê-öèè çàâèñÿò îò íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà:
∫

ψq0
(q)ψq0

(q′)dq0 = δ(q − q′).Çíàê ñîïðÿæåíèÿ ìîæíî íå ñòàâèòü ââèäó âåùåñòâåííîñòè ñ.�.Ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñ.�. îïåðàòîðàêîîðäèíàòû. �àçëîæåíèå èìååò òðèâèàëüíûé âèä:
ψ(q) =

∫

ψ(q0)ψq0
(q)dq0.Îíî ïîíàäîáèòñÿ íàì â ñêîðîì âðåìåíè.Â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ îïåðàòîðîì êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ îïåðà-òîð óìíîæåíèÿ íà ðàäèóñ-âåêòîð r.3. Îïåðàòîð èìïóëüñà. Ïðåäïðèíèìàëîñü íåñêîëüêî ïîïû-òîê âûâåñòè âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà, èñõîäÿ èç îáîá-ùåíèé ïîíÿòèé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, à èìåííî, ñêîáîê Ïóàññîíà(ñì., íàïðèìåð, [7℄). Îäíàêî ê îäíîçíà÷íîìó âûâîäó ýòè ïîïûòêèíå ïðèâåëè. Ïîýòîìó ìû çäåñü ïîñòóëèðóåì îïåðàòîð ñîïðÿæåííîãîêîîðäèíàòå q èìïóëüñà â âèäå

p̂ = −ih̄ ∂
∂q
.Ýòîò îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåííûé, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ èñõîäÿ èç �îð-ìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

∫

ϕ∗(q)
∂ψ(q)

∂q
dq = −

∫
∂ϕ∗(q)

∂q
ψ(q)dq. (1)Çäåñü âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå èñ÷åçàåò ëèáî âñëåäñòâèå îáðàùå-íèÿ �óíêöèè â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè êîîðäèíàòà ìåíÿåòñÿíåîãðàíè÷åííî, ëèáî âñëåäñòâèå ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè ïðè êî-íå÷íîì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû. Èç ðàâåíñòâà (1) ñëå-äóåò, ÷òî îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé àíòèñàìîñîïðÿæåí, ïîýòîìó îïåðà-òîð èìïóëüñà ñîäåðæèò ìíèìóþ åäèíèöó. Ìíîæèòåëü h̄ îáúÿñíÿåò-ñÿ äðóãèì (ñì. íèæå).Âû÷èñëèì êîììóòàòîð äâóõ èçâåñòíûõ íàì îïåðàòîðîâ. Ïðèâû÷èñëåíèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî ýòî îïåðàòîðû, ò. å. îíè âîç-26



äåéñòâóþò íà �óíêöèè, êîòîðûå ñòîÿò çà íèìè. Ïðîäåëàåì âûêëàä-êó àêêóðàòíî:
[q̂ , p̂ ]f = −ih̄

(

q
∂

∂q
− ∂

∂q
q

)

f = −ih̄
(

q
∂

∂q
− 1 − q

∂

∂q

)

f = ih̄f.Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è ñîïðÿæåííîãî èìïóëüñàíå êîììóòèðóþò, è èõ êîììóòàòîð
[q̂ , p̂ ] = ih̄. (2)Ìíîæèòåëü h̄ ó êîììóòàòîðà îáúÿñíÿåò òàêîé ìíîæèòåëü ó îïåðà-òîðà èìïóëüñà: îí íåîáõîäèì ïîòîìó, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê êëàññè-÷åñêîé ìåõàíèêå ñëåäóåò óñòðåìèòü ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà ê íóëþ, àòîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû êîììóòèðóþò.Íàéäåì ñ.ç. è ñ.�. îïåðàòîðà èìïóëüñà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîêîîðäèíàòà ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ. Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé ðàñ-ñìîòðèì íà îäíîì ïðèìåðå ïîçæå. Óðàâíåíèå íà ñ.ç.

p̂ ϕp0
(q) = −ih̄∂ϕp0

(q)

∂q
= p0ϕp0

(q)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ðåøà-åòñÿ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ:
ϕp0

(q) =
1√
2πh̄

exp
(

−p0q

ih̄

)

.Îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèå èìïóëüñà p0 íå âîçíèêëî, òàê ÷òî ñïåêòðîïåðàòîðà èìïóëüñà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå � íåïðåðûâíûé.Ìíîæèòåëü ïåðåä ýêñïîíåíòîé âûáðàí äëÿ íîðìèðîâêè ñ.�., âû-ðàæàåìîé ðàâåíñòâîì
∞∫

−∞

ϕ∗
p0

(q)ϕp′

0
(q)dq =

1

2πh̄

∞∫

−∞

ei(p′

0−p0)q/h̄dq = δ(p0 − p′0).Óñëîâèå ïîëíîòû ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà êîîðäèíàòû òàê-æå âûïîëíÿåòñÿ:
∞∫

−∞

ϕ∗
p0

(q)ϕp0
(q′)dp0 =

1

2πh̄

∞∫

−∞

eip0(q′−q)/h̄dp0 = δ(q − q′).27



Îáà ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ðàçëîæåíèÿ äåëüòà-�óíêöèèâ èíòåãðàë Ôóðüå.�àçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ïî ñ.�. îïåðàòîðà èìïóëü-ñà
ψ(q) =

1√
2πh̄

∞∫

−∞

ψ̃(p)e−ipq/h̄dpïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå â èíòåãðàë Ôóðüå, ãäå êîý��èöè-åíò Ôóðüå
ψ̃(p) =

1√
2πh̄

∞∫

−∞

ψ(q)eipq/h̄dq.Îïåðàòîð òðåõìåðíîãî èìïóëüñà � ýòî âåêòîð, ñîñòàâëåííûéèç îïåðàòîðîâ åãî êîîðäèíàò: p̂ = −ih̄∇. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñ.�.ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì ñ.�. îïåðàòîðîâ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå:
ϕp(r) =

1

(2πh̄)3/2
eipr/h̄,÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ âîëíó. Ñ.�. òðåõìåðíîãî îïåðàòî-ðà êîîðäèíàòû � òàêæå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ: ψr0

(r) = δ(r −
r0) = δ(x − x0)δ(y − y0)δ(z − z0).4. Îïåðàòîðû äðóãèõ âåëè÷èí. Îáû÷íî ïðåäëàãàåòñÿ òàêîéðåöåïò. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïåðàòîðà �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû, èìåþùåéêëàññè÷åñêèé àíàëîã, ñëåäóåò âçÿòü âûðàæåíèå ýòîé âåëè÷èíû ÷å-ðåç êîîðäèíàòû è èìïóëüñû è ïîäñòàâèòü â íåãî îïåðàòîðû óêà-çàííûõ âåëè÷èí. Îäíàêî ïðè ýòîì âîçìîæíà íåîäíîçíà÷íîñòü, òàêêàê â êëàññè÷åñêîì âûðàæåíèè ïîðÿäîê ìíîæèòåëåé áåçðàçëè÷åí,à êâàíòîâûå îïåðàòîðû íå êîììóòèðóþò. Óòî÷íåíèå ïðàâèëà çà-êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåðåõîä ê îïåðàòîðó êàêîé-ëèáî âåëè÷èíûñëåäóåò ïðîèçâîäèòü, èñõîäÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ ýòîé âåëè÷èíû âäåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ñàìûé âåðíûé âûõîä � ïîëó÷åíèå ñëåä-ñòâèé è ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.5. Îïåðàòîð ýíåðãèè. Íàøà òåîðèÿ íåðåëÿòèâèñòñêàÿ, ïîýòî-ìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T ÷àñòèöû ìàñ-ñîé m âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ íåå ÷åðåç èìïóëüñ: T =

p2

2m
.Îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè � ýòî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà28



�óíêöèþ V (r, t), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò êëàññè÷åñêóþ ïîòåíöèàëü-íóþ ýíåðãèþ. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð ïîëíîé ýíåðãèè èìååò âèä
Ĥ = T̂ + V̂ = − h̄2

2m
∆ + V (r, t),ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Îïåðàòîð Ĥ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì�àìèëüòîíà èëè ãàìèëüòîíèàíîì è èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü âòåîðèè.� 2. Ñîñòîÿíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû1. Îïèñàíèå ñîñòîÿíèé. Ñîñòîÿíèÿ òàêæå îïèñûâàþòñÿ íåíåïîñðåäñòâåííî ñàìèìè �èçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, à áîëåå îïîñðå-äîâàííûì îáðàçîì.Âòîðîé ïîñòóëàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ñîñòîÿíèÿêâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ âåêòîðàìè ãèëü-áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.Ñàìî ïî ñåáå ýòî óòâåðæäåíèå íåèí�îðìàòèâíî. Íèæå äàåòñÿðàçúÿñíåíèå, â êàêîì ñìûñëå âåêòîðû îïèñûâàþò ñîñòîÿíèÿ, ò. å.÷òî ìîæíî óçíàòü î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû, åñëè èçâåñòåí îïèñûâàþ-ùèé åãî âåêòîð.Ïðåæäå ÷åì ïðèâîäèòü óïîìÿíóòîå ðàçúÿñíåíèå, ñäåëàåì îä-íî çàìå÷àíèå è îòìåòèì îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî, ñâÿçàííîå ñâåêòîðàìè.Çàìå÷àíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, êàê ìû âèäåëè, íàðÿäó ñâåêòîðàìè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà â òåîðèè âîçíèêàþò è áîëååîáùèå âåêòîðû, íå âõîäÿùèå â ýòî ïðîñòðàíñòâî. Ýòî ñîñòîÿíèÿíåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ïîÿâëåíèå òàêèõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåä-ñòâèåì ðàçëè÷íîãî ðîäà àáñòðàêöèé, íàïðèìåð áåñêîíå÷íîé ïðîòÿ-æåííîñòè ñèñòåì, ò. å. íåîãðàíè÷åííîãî èçìåíåíèÿ êàêèõ�ëèáî êî-îðäèíàò. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ïëîñêàÿ âîëíà, çàíèìàþùàÿ âñåïðîñòðàíñòâî.2. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Â �èçèêå ýòîò ïðèíöèï èãðàåòâàæíóþ ðîëü. Îí âûïîëíÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ÿâëåíèÿì èïðîöåññàì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Â äàí-íîì ñëó÷àå ïðèíöèï �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Åñëè êàêèå-òî äâà ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþòñÿ âåêòîðàìè ϕ1 è ϕ2,òî ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå, îïèñûâàåìîå âåêòîðîì c1ϕ1 + c2ϕ2. Ýòî29



ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé, èëè íàëîæåíèåì èñõîäíûõ.Êîý��èöèåíòû c1 è c2 îïðåäåëÿþò äîëè, èëè âåñà, ñ êîòîðûìè ýòèñîñòîÿíèÿ âõîäÿò â ñóïåðïîçèöèþ.Åñëè ϕ1 = ϕ2, òî íàëîæåíèå íå äàåò íè÷åãî íîâîãî � ïîëó÷à-åòñÿ òî æå ñàìîå ñîñòîÿíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû ϕ è cϕ îïèñû-âàþò îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå � ïðîèçâîëüíûé êîý��èöèåíò c 6= 0ðîëè íå èãðàåò. Ïîýòîìó ìîæíî âñåãäà íîðìèðîâàòü âåêòîðû íà 1,ò. å. ñ÷èòàòü ||ϕ|| = 1. Îäíàêî è ýòèì îïèñûâàþùèé ñîñòîÿíèå ñèñòå-ìû âåêòîð îäíîçíà÷íî íå îïðåäåëÿåòñÿ. Îí ìîæåò áûòü óìíîæåí íàïðîèçâîëüíûé �àçîâûé ìíîæèòåëü eiα, ãäå α � ëþáîå âåùåñòâåí-íîå ÷èñëî.3. Ñìûñë îïèñàíèÿ. Âåêòîðû ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà îïè-ñûâàþò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Íèæå ïåðå÷èñëÿ-åòñÿ, ÷òî ìû ìîæåì óçíàòü î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû, åñëè çíàåì îïè-ñûâàþùèé åãî âåêòîð ϕ.1) Ñðåäíåå çíà÷åíèå �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A â ýòîì ñîñòîÿíèè:
A =

(ϕ, Â ϕ)

(ϕ,ϕ)
. (3)Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è �èçèêè, ãäå ìû â ïðèí-öèïå ìîæåì çíàòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè òî÷íîå çíà÷åíèå âñåõñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìîé âåëè÷èí, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ðå÷ü èäåòòîëüêî î ñðåäíåì çíà÷åíèè. Íî òåì íå ìåíåå, çíàíèå îïèñûâàþ-ùåãî âåêòîðà ïîçâîëÿåò íàéòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ�èçè÷åñêèõ âåëè÷èí â îïèñûâàåìîì ñîñòîÿíèè, òàê êàê íèêàêèõîãðàíè÷åíèé íà îïåðàòîð â �îðìóëå (3) íå íàêëàäûâàåòñÿ (êðîìåëèíåéíîñòè è ñàìîñîïðÿæåííîñòè). Íàðÿäó ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåìâåëè÷èíû A ìîæíî íàéòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ öåëûõ ñòåïåíåé ýòîé âå-ëè÷èíû è äàæå íåêîòîðûõ �óíêöèé îò íåå (êîòîðûå èìåþò ñìûñë).2) ×òîáû âåëè÷èíà èìåëà òî÷íîå, à, çíà÷èò, åäèíñòâåííîå, çíà-÷åíèå â êàêîì�òî ñîñòîÿíèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äèñ-ïåðñèÿ ýòîé âåëè÷èíû áûëà ðàâíà íóëþ:

DA = (ϕ, (Â −A)2ϕ) = 0.Ïåðåêèíóâ îäíó ðàçíîñòü íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ñêàëÿðíîãî ïðî-èçâåäåíèÿ, ïîëó÷èì
((Â −A)ϕ, (Â −A)ϕ) = ||((Â −A)ϕ)||2 = 0.30



Ïî ñâîéñòâó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âåêòîððàâåí íóëþ, ò. å.
Â ϕ = Aϕ.Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíà ìîæåò èìåòü òîëüêî âòàêèõ ñîñòîÿíèÿõ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìèåå îïåðàòîðà. Ñàìî ýòî òî÷íîå çíà÷åíèå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèòñïåêòðó îïåðàòîðà.3) Ïóñòü èçâåñòíû äèñêðåòíûå ñ.ç. An îïåðàòîðà Â êàêîé-òîâåëè÷èíû A è ñîîòâåòñòâóþùèå ñ.â. ϕn. Ïóñòü íåêîòîðîå ñîñòîÿíèåñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ψ. Ìîæíî ðàçëîæèòü ýòîò âåêòîð âðÿä Ôóðüå ïî ñ.â. ϕn:

ψ =
∑

cnϕn.Ñèñòåìó ñ.â. âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü îðòîíîðìàëüíîé, (ϕn, ϕm) =
δn m, è íîðìèðîâàòü âåêòîð ψ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

(ψ, ψ) =
∑

n

∑

m

c∗ncm(ϕn, ϕm) =
∑

n

∑

m

c∗ncmδn m =
∑

|cn|2 = 1.(4)Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû A â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì âåê-òîðîì ψ, âûðàæàåòñÿ ñóììîé:
A = (ψ, Â ψ) =

∑

n

∑

m

c∗ncm(ϕn, Â ϕm) =

=
∑

n

∑

m

c∗ncmAmδn m =
∑

An|cn|2.Òàêîå âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåììàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðè âåðîÿòíîñòÿõåå çíà÷åíèé, ðàâíûõ |cn|2. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ è äàåòñÿ êîý��è-öèåíòàì ðàçëîæåíèÿ cn. Êâàäðàòû èõ ìîäóëåé |cn|2 ñóòü âåðîÿò-íîñòè òîãî, ÷òî âåëè÷èíà A â ñîñòîÿíèè ψ èìååò ñîîòâåòñòâóþùèåçíà÷åíèÿ An. Âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè îò âåëè-÷èíû èìååò âèä
f(A) =

∑

f(An)|cn|2. (5)Åñëè ñïåêòð âåëè÷èíû A ñïëîøíîé (íåïðåðûâíûé) è ÂϕA =
AϕA, ïðè÷åì

(ϕA, ϕA′) = δ(A−A′),31



òî âåêòîð ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ψ ðàñêëàäûâàåì â èíòåãðàëÔóðüå
ψ =

∫

dAcAϕA.Íîðìèðîâêà ýòîãî âåêòîðà îçíà÷àåò, ÷òî
(ψ, ψ) =

∫

dA

∫

dA′c∗AcA′(ϕA, ϕA′) =

=

∫

dA

∫

dA′c∗AcA′δ(A −A′) =

∫

dA|cA|2 = 1.Ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì íàõîäèòñÿàíàëîãè÷íî (4):
A = (ψ, Â ψ) =

∫

dA

∫

dA′c∗AcA′(ϕA, Â ϕA′) =

=

∫

dA

∫

dA′c∗AcA′Aδ(A −A′) =

∫

A|cA|2dA.Çäåñü íàïðàøèâàåòñÿ òàêîå èñòîëêîâàíèå ïðèâåäåííûõ �îðìóë. Âå-ëè÷èíà |cA|2 åñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â ðàñïðåäåëåíèè çíà÷åíèéâåëè÷èíû A â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì âåêòîðîì ψ, à ñðåäíåå çíà÷å-íèå åå â ýòîì ñîñòîÿíèè � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïðåðûâíîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Àíàëîã �îðìóëû (5) èìååò âèä
f(A) =

∫

f(A)|cA|2dA.Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî �àçîâûé ìíîæèòåëü ó âåêòîðà ψ íå èãðàåòíèêàêîé ðîëè, à �èçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò íå ñàìè êîý��èöèåíòûðàçëîæåíèé cn èëè cA, íàçûâàåìûå àìïëèòóäàìè âåðîÿòíîñòåé, àòîëüêî êâàäðàòû èõ ìîäóëåé.� 3. Èçìåðåíèå �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí1. Ïåðâîå èçìåðåíèå. Èçìåðåíèå âåëè÷èí â êâàíòîâîé ìå-õàíèêå, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò èçìåðåíèéâ êëàññè÷åñêîé �èçèêå. Òàì ïðîöåññ èçìåðåíèÿ �àêòè÷åñêè íå çà-äåâàë ñêîëüêî-íèáóäü çàìåòíî ñàìó ñèñòåìó è íå íàðóøàë åå ñî-ñòîÿíèÿ. Êðîìå òîãî, èçìåðåíèå âñåõ äîñòóïíûõ âåëè÷èí äàâàëîîïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí, ò. å. â îäèíàêîâûõ ñîñòîÿíè-ÿõ èçìåðåíèå îäíîé è òîé æå âåëè÷èíû ïðèâîäèëî ê îäèíàêîâûì åå32



çíà÷åíèÿì. Òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ ëèìèòèðîâàëàñü ëèøü ñâîéñòâàìèèçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ.Ïðè èçìåðåíèè êàêîé-ëèáî âåëè÷èíû êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîéñèñòåìû ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ïîëó÷èì îïðåäåëåííîå çíà-÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ íåñêîëüêî ýêçåìïëÿðîâîäèíàêîâûõ ñèñòåì â îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè. Ìû èçìåðÿåì îäè-íàêîâûìè ïðèáîðàìè îäíó è òó æå âåëè÷èíó. Òîãäà ïðèáîðû íåîáÿçàòåëüíî ïîêàæóò îäíî è òî æå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû.Èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå è áóäóò ðàñïðå-äåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðîÿòíîñòÿìè ýòèõ çíà÷åíèé â óïîìÿíó-òîì ñîñòîÿíèè. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à èçìåðåí-íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû A ìîãóò áûòü òîëüêî èç ñïåêòðà îïåðàòî-ðà âåëè÷èíû, ò. å. An, ïðè÷åì ÷àñòîòû èõ ïîÿâëåíèÿ áóäóò îïðå-äåëÿòüñÿ âåðîÿòíîñòÿìè |cn|2. Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû ååçíà÷åíèÿ èç ñïåêòðà A ðàñïðåäåëÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîòíîñòüþâåðîÿòíîñòè |cA|2.Åäèíñòâåííîå è îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ìû ïîëó÷èìïðè èçìåðåíèè â òîì ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè,îïèñûâàåìîì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà ýòîé âåëè÷èíû.2. Ïîâòîðíîå èçìåðåíèå. Êàê òîëüêî ÷òî áûëî ñêàçàíî, èç-ìåðåíèå íå çàòðàãèâàåò ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû. Íå òàêîáñòîèò äåëî ñ îáúåêòàìè ìèêðîìèðà. Ïîñëå ïðîèçâåäåííîãî èçìå-ðåíèÿ ñèñòåìà íå âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Ýòî îáñòîÿ-òåëüñòâî ðåãóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïîñòóëàòîì.Òðåòèé ïîñòóëàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïóñòü ïðîèç-âåäåíî èçìåðåíèå íåêîòîðîé âåëè÷èíû â îïðåäåëåííîì ñîñòîÿíèèêâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû è ïîëó÷åíî çíà÷åíèåAn0
. Åñëè ÷å-ðåç áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè (ìãíîâåííî, ñðàçó æå)ïîñëå ýòîãî âåëè÷èíà èçìåðÿåòñÿ ñíîâà, òî ïîâòîðíîå èçìåðåíèåäàñò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 óæå ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå An0

.Òàêèì îáðàçîì, èçìåðåíèå èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Îíàíå âîçâðàùàåòñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Èç ïîëíîãî íàáîðàçíà÷åíèé An âåëè÷èíû A âûðåçàåòñÿ îäíî, ñèñòåìà ïåðåõîäèò èçñîñòîÿíèÿ ñ äîëÿìè |cn|2 ñîñòîÿíèé ϕn â ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâó-þùåå âåêòîðó ϕn0
. Èçìåðåíèå ïðèâîäèò, êàê ãîâîðÿò, ê ðåäóêöèèñîñòîÿíèÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò ìãíîâåííî, íî èçìåíÿåòñÿ ëèøü èí�îð-ìàöèÿ. 33



3. Èçìåðåíèå äâóõ âåëè÷èí. Äëÿ òàêîãî èçìåðåíèÿ íåîáõî-äèìî èìåòü íåñêîëüêî ðåãèñòðèðóþùèõ ÷àñòåé ïðèáîðà.�îâîðÿò, ÷òî äâå âåëè÷èíû ìîæíî èçìåðèòü îäíîâðåìåííî, åñ-ëè ïðè îäíîìîìåíòíîì èçìåðåíèè èõ çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ âñåãäàîäèíàêîâûìè ïàðàìè, ò. å. (â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ âåëè÷èí) An è Bnïðè âñåõ n. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëó÷àåìûì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþòîäèíàêîâûå ñ.â. ϕn. Èíà÷å ãîâîðÿ, îïåðàòîðû ýòèõ äâóõ âåëè÷èíèìåþò îáùóþ ñèñòåìó ñ.â. Ïî òåîðåìå, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü âîÂâåäåíèè, èõ îïåðàòîðû êîììóòèðóþò.Èòàê, äëÿ âîçìîæíîñòè îäíîâðåìåííîãî èçìåðåíèÿ äâóõ âåëè-÷èí (â òîì ÷èñëå è äëÿ îäíîâðåìåííîãî ïîëó÷åíèÿ èõ òî÷íûõ çíà-÷åíèé) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èõ îïåðàòîðû êîììóòèðî-âàëè.×òî æå ïðîèñõîäèò, åñëè îïåðàòîðû íå êîììóòèðóþò? Íà ýòîòâîïðîñ îòâå÷àåò ñëåäóþùèé ïóíêò.4. Íåðàâåíñòâî �àéçåíáåðãà. Ïóñòü îïåðàòîðû äâóõ âåëè-÷èí ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
[Â , B̂ ] = Â B̂ − B̂ Â = ih̄Ĉ .Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëåíà ïðîèçâåäåíèåì òðåõ ñîìíî-æèòåëåé ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Ìíîæèòåëü h̄ âûäåëåí ïîòîìó,÷òî ïðè ïåðåõîäå ê êëàññè÷åñêîé �èçèêå (h̄ → 0) íåêîììóòàòèâ-íîñòü äîëæíà èñ÷åçàòü. Ìíèìàÿ åäèíèöà ïðèñóòñòâóåò äëÿ òîãî,÷òîáû îïåðàòîð Ĉ , îïðåäåëÿåìûé ïðèðîäîé äâóõ îïåðàòîðîâ, âõî-äÿùèõ â êîììóòàòîð, áûë ñàìîñîïðÿæåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî êîììóòàòîð ñàì ïî ñåáå àíòèñàìîñîïðÿæåííûé, ò. å.ïðè ñîïðÿæåíèè ìåíÿåò çíàê.Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ψ (íà÷èíàÿ îòñþäà ìû íåðàçëè÷àåì ñîñòîÿíèå è îïèñûâàþùèé åãî âåêòîð), ||ψ|| = 1. Íàéäåìñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíèõ (êîðíè èçäèñïåðñèé) âåëè÷èí A è B â ýòîì ñîñòîÿíèè:
A = (ψ, Â ψ), B = (ψ, B̂ ψ),

∆A =

√

(ψ, (Â −A)2ψ), ∆B =

√

(ψ, (B̂ −B)2ψ).Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî, íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâîì �àé-çåíáåðãà:
∆A · ∆B ≥ h̄

2
|C|.34



Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé îïå-ðàòîð
L̂ = (Â −A) + iβ(B̂ −B),ãäå β � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ýòîò îïåðàòîð íå ÿâëÿ-åòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì. Ñîïðÿæåííûé åìó îïåðàòîð
L̂

†
= (Â −A) − iβ(B̂ −B).Ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðà L̂ íà ñîïðÿæåííûé åìó ÿâëÿåòñÿ ñàìîñî-ïðÿæåííûì îïåðàòîðîì:

L̂
†
L̂ =(Â−A)2+β2(B̂−B)2+iβ(Â B̂−B̂ Â )=∆A2+β2∆B2−h̄βĈ . (6)Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë íà ÷èñëà è ÷èñåë íàîïåðàòîðû ñîêðàòèëèñü, òàê êàê îíè êîììóòèðóþò. Êâàäðàòè÷íàÿ�îðìà ïðîèçâåäåíèÿ (6) â ñîñòîÿíèè ψ

(ψ, L̂
†
L̂ ψ) = ∆A2 + β2∆B2 − h̄βC = (L̂ ψ, L̂ ψ) ≥ 0 (7)ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ β. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íîé�óíêöèè (7) íåïîëîæèòåëåí:

h̄2C
2 − 4∆A2∆B2 ≤ 0.Èçâëåêàÿ îòñþäà êîðåíü, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Ìîäóëüó C ñòàâèòñÿ ïîòîìó, ÷òî ýòî ñðåäíåå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì.Ìû íàøëè êîììóòàòîð êîîðäèíàòû è ñîïðÿæåííîãî åé èìïóëü-ñà (2). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

∆q∆p ≥ h̄

2
,òàê ÷òî èçìåðåíèå êîîðäèíàòû è èìïóëüñà îäíîâðåìåííî íåâîçìîæ-íî. ×åì òî÷íåå ìû çíàåì êîîðäèíàòó, òåì ìåíåå òî÷íî èìïóëüñ, èíàîáîðîò. � 4. Èçìåíåíèå ñîñòîÿíèé1. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ. Íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñè-ñòåìà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå � ýòî ÷àñòèöà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå.Çàäàåòñÿ ìàññà ÷àñòèöû è åå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ V (r, t) â ýòîìïîëå. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû èëè îñîñòîÿíèè ÷àñòèöû. 35



Ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ìû áóäåì ðåøàòü êâàíòîâîìåõàíè-÷åñêèå çàäà÷è, � êîîðäèíàòíîå. Îíî åùå íàçûâàåòñÿ øðåäèíãåðîâ-ñêèì ïðåäñòàâëåíèåì. Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðû �èçè÷å-ñêèõ âåëè÷èí, íå çàâèñÿùèõ ÿâíî îò âðåìåíè, òàêæå íå çàâèñÿòîò âðåìåíè ÿâíî. Âñÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè çàêëþ÷åíà â îïè-ñûâàþùåé ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû �óíêöèè ψ(r, t), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿâîëíîâîé. �èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, âåêòîðû êîòîðîãî îïèñûâàþòñîñòîÿíèÿ, � ýòî L2.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ íå èìååò ïðÿìîãî �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Íî âêàæäûé çàêðåïëåííûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî íàïèñàòü î÷åâèäíîåðàâåíñòâî
ψ(r, t) =

∫

ψ(r′, t)δ(r′ − r)d3r′,èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ñàìà ψ(r, t) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî êîý�-�èöèåíòîì ñâîåãî ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë Ôóðüå ïî ñèñòåìå ñ.�.îïåðàòîðà êîîðäèíàò. Âñåãäà âîëíîâóþ �óíêöèþ äèñêðåòíîãî ñî-ñòîÿíèÿ ìîæíî íîðìèðîâàòü òàê, ÷òîáû èíòåãðàë îò êâàäðàòà ååìîäóëÿ áûë ðàâåí 1. Òîãäà ïî îáùåìó ïðèíöèïó, ñ�îðìóëèðîâàí-íîìó â � 2, |ψ(r, t)|2 åñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ÷àñòè-öû â îïðåäåëåííîì ìåñòå. Òî÷íåå, ïðîèçâåäåíèå |ψ(r, t)|2d3r ðàâíîâåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ÷àñòèöà â ìîìåíò t îêàæåòñÿ îêîëî òî÷êèñ êîîðäèíàòàìè r â ýëåìåíòå îáúåìà d3r. Òàêóþ èíòåðïðåòàöèþâîëíîâîé �óíêöèè âïåðâûå äàë Ì.Áîðí. Çäåñü îíà ïîëó÷àåòñÿ êàêñëåäñòâèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî èíòåðïðå-òàöèÿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå ìîìåíòû âðåìåíè, áóäåòäàíî íèæå.2. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò çà-âèñèìîñòü âîëíîâîé �óíêöèè îò âðåìåíè, ò. å. èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ÷àñòèöû ñî âðåìåíåì ìåæäó äâóìÿ èçìåðåíèÿìè, êîãäà ñèñòåìà,ñîñòîÿùàÿ èç ÷àñòèöû è ïîëÿ, ïðåäîñòàâëåíà ñàìà ñåáå.Õîä èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äàííîé ñèñòåìû çàâèñèò òîëüêî îòåå ïåðâîíà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîýòîìó äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå, îïèñûâàþùåå ýâîëþöèþ ñîñòîÿíèÿ, äîëæíî áûòü ïåðâîãîïîðÿäêà ïî âðåìåíè. Ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè âûâåñòè ýòî óðàâ-íåíèå, îäíàêî ê îäíîçíà÷íîìó ðåçóëüòàòó îíè íå ïðèâîäÿò. Ïîýòîìóìû åãî ïîñòóëèðóåì.×åòâåðòûé ïîñòóëàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ýâîëþöèÿñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìåæäó èçìåðåíèÿìèîïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà36



ih̄
∂ψ(r, t)

∂t
= Ĥψ(r, t). (8)Çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå óðàâíå-íèå äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû, ò. å. åå ïîëîæåíèå èñêîðîñòü (èìïóëüñ) â êàæäûé ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè, åñëèèçâåñòíî åå ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü â êàêîé-òî îäèí ìîìåíò. Ýâîëþ-öèÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåëè÷èí íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èõ âûðàæåíèé÷åðåç êîîðäèíàòû è èìïóëüñû. Ýòî òàê íàçûâàåìûé ëàïëàñîâ äå-òåðìèíèçì. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîëîæåíèå èíîå. Îïðåäåëÿåòñÿíå òðàåêòîðèÿ, ò. å. íå êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè, à òîëüêî âåðîÿòíîñòèèõ çíà÷åíèé, à òàêæå ýâîëþöèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé âåëè÷èí, êîòîðàÿðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ.3. Ïðîèçâîäíàÿ îò êâàäðàòè÷íîé �îðìû. Íàéäåì ïðîèç-âîäíóþ îò êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà âåëè÷èíû A ïðè ïðîèç-âîëüíîé âîëíîâîé �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (8). Äè�-�åðåíöèðóåì òðè âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòè÷-íîé �îðìû:

d

dt
(ψ, Â ψ) =

(
∂ψ

∂t
, Â ψ

)

+

(

ψ,
∂Â

∂t
ψ

)

+

(

ψ, Â
∂ψ

∂t

)

. (9)Òî æå ðàâåíñòâî, çàïèñàííîå ÷åðåç èíòåãðàëû, âûãëÿäèò òàê:
d

dt

∫

ψ∗(r, t)Â ψ(r, t)d3r =

∫
∂ψ∗(r, t)

∂t
Â ψ(r, t)d3r+

+

∫

ψ∗(r, t)
∂Â

∂t
ψ(r, t)d3r +

∫

ψ∗(r, t)Â
∂ψ(r, t)

∂t
d3r. (10)Òåïåðü ïîäñòàâèì ñþäà âìåñòî ïðîèçâîäíûõ èõ âûðàæåíèÿ ñî-ãëàñíî (8), ïðè÷åì äëÿ ñîïðÿæåííîé �óíêöèè

−ih̄∂ψ
∗(r, t)

∂t
= Ĥψ∗(r, t).Òîãäà ðàâåíñòâî (10) â áîëåå êðàòêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòíîøåíèÿ(9) ïðèìåò âèä

d

dt
(ψ, Â ψ) =

(

ψ,
∂Â

∂t
+
i

h̄
[Ĥ Â − Â Ĥ ]ψ

)

. (11)37



4. Ñîõðàíåíèå íîðìèðîâêè. �àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àéåäèíè÷íîãî îïåðàòîðà Â = 1. Òîãäà
d

dt
(ψ, ψ) =

d

dt

∫

ψ∗(r, t)ψ(r, t)d3r =
i

h̄
(ψ, [Ĥ − Ĥ ]ψ) = 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íîðìà âîëíîâîé �óíêöèè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíå-íèåìØðåäèíãåðà, íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Ïîýòîìó íîðìèðîâàâåå â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè íà 1, ìîæíî áûòü óâåðåííûì, ÷òî ýòàíîðìèðîâêà ñîõðàíèòñÿ.5. Ýâîëþöèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîë-íîâàÿ �óíêöèÿ íîðìèðîâàíà íà 1. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (11) ìîæíîïåðåïèñàòü òàê:

dA

dt
=
∂Â

∂t
+
i

h̄
[Ĥ Â − Â Ĥ ]. (12)Ïîä çíàêîì óñðåäíåíèÿ çäåñü äëÿ ÿñíîñòè çàïèñàíû íå ñàìè âåëè-÷èíû, à èõ îïåðàòîðû.Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî åñëè îïåðàòîð âåëè÷èíû A íå çàâèñèò ÿâíîîò âðåìåíè è êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì, òî âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.6. Ïðîèçâîäíàÿ îò îïåðàòîðà. Îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ îòîïåðàòîðà âåëè÷èíû A êàê îïåðàòîð, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðîãîðàâíî ïðîèçâîäíîé îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñàìîé âåëè÷èíû A. Òîãäàèç (12) âûòåêàåò, ÷òî

dÂ

dt
=
∂Â

∂t
+
i

h̄
[Ĥ Â − Â Ĥ ].7. Ïðèìåðû. Íàéäåì ïðîèçâîäíûå îò îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòè èìïóëüñîâ.1) Äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà, îïåðàòîð êîòîðîãî êîììóòèðóåò ñ ïî-òåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, èìååì

dr̂

dt
=
i

h̄
[Ĥ r − rĤ ] = − i

h̄

h̄2

2m
[∆r − r∆].Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âåêòîðíîå è îïåðàòîðíîå. Îïåðàòîðûäåéñòâóþò íà ïîäðàçóìåâàåìóþ �óíêöèþ ñïðàâà. Äëÿ óòî÷íåíèÿñëàãàåìîãî ∆r ïðîùå âçÿòü ïðîèçâîäíûå äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû38



îòäåëüíî, à çàòåì ñîñòàâèòü îáùåå âûðàæåíèå. Äëÿ àáñöèññû ïîëó-÷àåòñÿ
∆(xf) =

∂

∂x

∂

∂x
(xf) + x

∂2f

∂y2
+ x

∂2f

∂z
= 2

∂f

∂x
+ x∆f.Â öåëîì

dr̂

dt
= − ih̄

m
∇ =

p̂

m
. (13)2) Àíàëîãè÷íî äëÿ èìïóëüñà, îïåðàòîð êîòîðîãî êîììóòèðóåòñ îïåðàòîðîì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, íàõîäèì

dp̂

dt
=
i

h̄
[Ĥ p̂−p̂Ĥ ]=

i

h̄
(−ih̄)[V̂ (r, t)∇−∇V̂ (r, t)]=−∇V (r, t). (14)Îïåðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ (13) è (14) ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâîìå-õàíè÷åñêèìè àíàëîãàìè èçâåñòíûõ óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé ìåõà-íèêè: ñâÿçè ñêîðîñòè ñ êîîðäèíàòàìè è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Îíèíàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Ýðåí�åñòà.8. Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Ïóñòü âîëíîâàÿ �óíêöèÿíîðìèðîâàíà íà 1. Òîãäà ρ = |ψ(r, t)|2 � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.Íàéäåì îò íåå ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Òàê æå, êàê â (11), èìååì

∂ρ

∂t
=
∂ψ∗

∂t
ψ+ψ∗∂ψ

∂t
=
i

h̄
(ψĤψ∗−ψ∗Ĥψ)=

i

h̄

h̄2

2m
(ψ∗∆ψ−ψ∆ψ∗). (15)Ìîæíî ââåñòè âåêòîð

j =
h̄

2mi
(ψ∗

∇ψ − ψ∇ψ∗),íàçûâàåìûé âåêòîðîì (ïëîòíîñòè) òîêà âåðîÿòíîñòè. Åãî äèâåðãåí-öèÿ
div j = ∇j =

h̄

2mi
(ψ∗∆ψ − ψ∆ψ∗). (16)Èç (15) è (16) âûòåêàåò óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+ div j = 0.Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè åùå ðàç ìîæíî âûâåñòè óñëîâèåñîõðàíåíèÿ íîðìèðîâêè âîëíîâîé �óíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî,

d

dt

∫

ρ(r, t)d3r =

∫
∂ρ(r, t)

∂t
d3r = −

∫

div j d3r = −
∫

© j n d2Σ = 0.39



Çäåñü èíòåãðàë ñëåâà áåðåòñÿ ïî áîëüøîìó îáúåìó, îãðàíè÷åííîìóíåêîòîðîé ïîâåðõíîñòüþ. Åñëè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû �àóññà�Îñòðîãðàäñêîãî ïîâåðõíîñòü è îáúåì óñòðåìèòü ê áåñêîíå÷íîñòè(ðàçäóòü), òî èíòåãðàë ïîòîêà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâà-òåëüíî, èíòåãðàë ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó îò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèíå çàâèñèò îò âðåìåíè.Èç òîãî, ÷òî ρd3r åñòü âåðîÿòíîñòü, ò. å. áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà,íàõîäÿòñÿ ðàçìåðíîñòè ïëîòíîñòè è ïëîòíîñòè òîêà âåðîÿòíîñòè, àòàêæå âîëíîâîé �óíêöèè.9. Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ. Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿíå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî âîçìîæíû îñîáûå ñîñòîÿíèÿ, íàçûâàå-ìûå ñòàöèîíàðíûìè. Íàçâàíèå íå îçíà÷àåò, ÷òî îïèñûâàþùèå èõâîëíîâûå �óíêöèè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, íî ýòà çàâèñèìîñòü ñïå-öè�è÷íà.�àç ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî è âåñüîïåðàòîð �àìèëüòîíà íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâ-íåíèå (8) � íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà � äîïóñêàåòðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Èùåì åãî ðåøåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ψ(r, t) = φ(t)ψ(r). (17)Îäèíàêîâîå îáîçíà÷åíèå �óíêöèé ñïðàâà è ñëåâà íå äîëæíî ïðèâî-äèòü ê íåäîðàçóìåíèÿì, òàê êàê îíè îòëè÷àþòñÿ ÷èñëîì àðãóìåí-òîâ. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (17) â óðàâíåíèå (8) è äåëÿ íà ïðîèç-âåäåíèå (17), ïîëó÷àåì
ih̄
φ′(t)

φ(t)
=
Ĥψ(r)

ψ(r)
.Ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà çàâèñÿò îò ðàçíûõ àðãóìåí-òîâ è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Îáîçíà÷èâ ýòó êîíñòàíòóðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ E, ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ äëÿ äâóõ �óíê-öèé, âõîäÿùèõ â ïðîèçâåäåíèå (17). Îäíà èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ ñðà-çó:

φ(t) = e−iEt/h̄.Äëÿ âòîðîé íàõîäèì óðàâíåíèå
Ĥψ(r) = Eψ(r). (18)40



Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íà ñ.ç. îïåðàòîðà ýíåðãèè, òàê÷òî âåëè÷èíà E � ýòî ïîëíàÿ (êèíåòè÷åñêàÿ + ïîòåíöèàëüíàÿ)ýíåðãèÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå � ýòî ñîñòî-ÿíèå ñ îïðåäåëåííîé ïîëíîé ýíåðãèåé. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ òàêîãîñîñòîÿíèÿ
ψ(r, t) = e−iEt/h̄ψ(r).10. Ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Ïëîòíîñòü âåðî-ÿòíîñòè â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè

ρ(r) = |ψ(r)|2íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà âå-ðîÿòíîñòè ñîëåíîèäàëåí. Âåðîÿòíîñòü ïðîñòî ïåðåòåêàåò, íå ìåíÿÿñâîåé ïëîòíîñòè.Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âñåõ âåëè÷èí, íåçàâèñÿùèõ ÿâíî îò âðåìåíè, íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Äåéñòâèòåëüíî,
A =

∫

d3reiEt/h̄ψ∗(r)Â e−iEt/h̄ψ(r) =

∫

d3rψ∗(r)Â ψ(r).11. Îáùåå ðåøåíèå. Ïóñòü ìû ðåøèëè óðàâíåíèå (18), ò. å.íàøëè âñå ñ.ç. è ñ.�. ãàìèëüòîíèàíà. Îí ìîæåò èìåòü äèñêðåòíûéñïåêòð
Ĥψn(r) = Enψn(r), n = 1, 2 . . . ,è êîíòèíóóì

ĤψE(r) = EψE(r).Òîãäà îáùåå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïè-ñàòü â âèäå
ψ(r, t) =

∑

n

Cne
−iEnt/h̄ψn(r) +

∫

CEe
−iEt/h̄ψE(r)dE.Ïîñòîÿííûå Cn è CE íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëüíîãî è ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé. Íîðìèðîâêà �óíêöèè èìååò âèä

∑

n

|Cn|2 +

∫

|CE |2dE = 1.41



�ëàâà III. Ïðîñòåéøèåêâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû� 1. Ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöàÍà ñâîáîäíóþ ÷àñòèöó íå äåéñòâóåò íèêàêîå ïîëå, ò. å. ïîòåí-öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ V = 0 è Ĥ = T̂ . Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñòàöè-îíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
− h̄2

2m
∆ψ(r) = Eψ(r). (1)Òàê êàê ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îòñóòñòâóåò, òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿðàâíà êèíåòè÷åñêîé è ìîæíî ïîëîæèòü

E =
p2

2m
=

h̄2

2m
k2.Òîãäà óðàâíåíèå (1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà

∆ψ(r) = −k2ψ(r). (2)Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (2) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðåøåíèåîïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì èìïóëüñà. Ýòî âîç-ìîæíî, òàê êàê îïåðàòîð èìïóëüñà (ãðàäèåíò) êîììóòèðóåò ñ îïå-ðàòîðîì �àìèëüòîíà (â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîðîì Ëàïëàñà). Ëåãêîóáåäèòüñÿ, ÷òî, êàê è â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå, óðàâíåíèå�åëüìãîëüöà äîïóñêàåò ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêîé âîëíû
ψ(r) = eipr/h̄.Ýòó �óíêöèþ ìîæíî íîðìèðîâàòü, òîãäà îíà ïîëíîñòüþ ñîâïàäåò ññ.�. îïåðàòîðà èìïóëüñà. Ïîëíàÿ �óíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä ïëîñêîéìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû:

ψ(r, t) =
1

(2πh̄)3/2
e−i(Et−pr)/h̄. (3)Ó âîëíû òî÷íî èçâåñòåí èìïóëüñ, îäíàêî î åå êîîðäèíàòàõ ãîâîðèòüáåññìûñëåííî, òàê êàê âîëíà çàïîëíÿåò âñå ïðîñòðàíñòâî.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (3) íîðìèðîâàíà íà äåëüòà-�óíêöèþ îò ðàç-íîñòè èìïóëüñîâ. Åñëè îïóñòèòü h̄ â ìíîæèòåëå ïåðåä ýêñïîíåí-òîé, òî ïîëó÷èòñÿ íîðìèðîâêà íà âîëíîâîé âåêòîð, ò. å. íà äåëüòà-�óíêöèþ îò ðàçíîñòè (p − p′)/h̄ = k − k′.42



ßñíî, ÷òî ñïåêòð ýíåðãèè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íåïðåðûâåí. Áî-ëåå òîãî, âñå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè âûðîæäåíû ñ êðàòíîñòüþ ∞2, òàêêàê ñ.�. êðîìå ýíåðãèè (èëè ìîäóëÿ èìïóëüñà) çàâèñÿò åùå îò äâóõïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ íàïðàâëåíèå âåêòîðà èìïóëüñà.Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå ïðîõîäèò ïîëíîñòüþ, êàê ýòîâñåãäà áûâàåò ñ ñîñòîÿíèÿìè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ôîðìàëüíîíàéäåííàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρ = |ψ(r, t)|2 = 1/(2πh̄)3 íå çà-âèñèò îò êîîðäèíàò è íå ìîæåò áûòü íîðìèðîâàíà. Âåêòîð òîêà,òàêæå �îðìàëüíî âû÷èñëåííûé, îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì
j =

h̄

2mi
2

1

(2πh̄)3
p

h̄
i = ρ

p

m
,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîìó ïåðåòåêàíèþ âåðîÿòíîñòè, êàê è äîëæ-íî áûòü â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè.� 2. Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ, óíè÷òîæåíèÿ è íîìåðàñîñòîÿíèÿ1. Îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü äâà âçàèìíî ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðà

â è â † ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
â â

† − â
†
â = 1. (4)Òîãäà îïåðàòîð â † íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ, à â � îïåðà-òîðîì óíè÷òîæåíèÿ. Èõ ïðîèçâåäåíèå N̂ = â

†
â íàçîâåì îïåðàòî-ðîì íîìåðà (ñîñòîÿíèÿ).Îïåðàòîðû â è â

† èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â êâàíòîâîé ýëåê-òðîäèíàìèêå [5℄, î êîòîðîé áóäåò ñêàçàíî â îäíîé èç ïîñëåäóþùèõãëàâ. Â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå îïåðàòîð N̂ � îïåðàòîð ÷èñëà÷àñòèö.Â ýòîì ïàðàãðà�å ðåøàåòñÿ îäíà �îðìàëüíàÿ çàäà÷à, ðåçóëüòà-òû êîòîðîé áóäóò èñïîëüçîâàíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å, ãäå áóäåòïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ.Îïåðàòîð N̂ � ñàìîñîïðÿæåííûé. Äåéñòâèòåëüíî,
N̂

†
= (â

†
â )† = â

†
(â

†
)† = â

†
â = N̂ .Îïðåäåëèì åãî ñ.ç. 43



2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà N̂ . Îáîçíà÷èì N̂ f =
λf . Ñ.â. ñ÷èòàåì íîðìèðîâàííûìè: (f, f) = 1. Èõ íîðìèðîâêà ïðåä-ïîëàãàåòñÿ è âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ. Ñ.ç. íàéäåì, äåëàÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.1) Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíû. Óòâåðæäåíèåñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

(f, N̂ f) = λ(f, f) = (f, â
†
â f) = (â f, â f) ≥ 0.Òàê êàê (f, f) = 1, òî λ ≥ 0.2) Âåêòîð â †

f 6= 0. Êâàäðàò íîðìû ýòîãî âåêòîðà
(â

†
f, â

†
f)=(f, â â

†
f)=(f, (1+â

†
â )f)=(f, f+N̂ f)=(1+λ)(f, f) > 0,òàê êàê λ ≥ 0.3) Âåêòîð â f ëèáî ðàâåí 0, ëèáî ýòî ñ.â. îïåðàòîðà íîìåðà, îò-âå÷àþùèé ñ.ç. λ− 1. Äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåò òîëüêî âòîðîå óòâåð-æäåíèå. Ïóñòü g− = â f 6= 0. Òîãäà

N̂ g−= â
†
â (â f)=(â â

†−1)(â f)= â (â
†
â−1)f= â (λ−1)f=(λ−1)g−.4) Âåêòîð â

†
f � ñ.â. îïåðàòîðà íîìåðà ñ ñ.ç. λ + 1. Âåêòîð

g+ = â
†
f íå ðàâåí íóëþ ïî ïîäï. 2. Òàêîå æå ðàññóæäåíèå, êàê âïîäï. 3, äàåò

N̂ g+ = â
†
â (â

†
f)= â

†
(â

†
â +1)f= â

†
(N̂+1)f= â

†
(λ+1)f=(λ+1)g+.5) Íàèìåíüøåå ñ.ç. îïåðàòîðà íîìåðà ðàâíî 0. Ïóñòü λ0 � íàè-ìåíüøåå ñ.ç. ñ ñ.â. f0. Òîãäà â f0 = 0, èíà÷å ýòîò âåêòîð áûë áû ñ.â.äëÿ ñ.ç. λ0 − 1 < λ0. Äàëåå

λ0 = (f0, N̂ f0) = (f0, â
†
â f0) = (â f0, â f0) = 0.6) Ñ.ç. ó N̂ òîëüêî öåëûå. Ïóñòü λ′ � íåöåëîå ñ.ç. ñ ñ.â. f ′.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < λ′ < 1, èíà÷å ïóòåì ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà

â ïðèâåäåì ñ.ç. ê ýòîìó ïðîìåæóòêó. Ïîñëå ýòîãî áóäåò â f ′ = 0,òàê êàê èíà÷å îòâå÷àþùåå ýòîìó âåêòîðó ñ.ç. áûëî áû ìåíüøå íóëÿ.Íî òîãäà λ′ = (â f ′, â f ′) = 0, à íå áîëüøå íóëÿ, êàê áûëî ïðåäïî-ëîæåíî. 44



7) Ñ.ç. � âñå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî,åñëè f0 îòâå÷àåò ñ.ç. 0, òî (â
†
)nf0 îòâå÷àåò ñ.ç. n.3. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà N̂ .1) Íàéäåì íîðìó âåêòîðîâ â †

fn = cnfn+1. Êâàäðàò íîðìû
(â

†
fn, â

†
fn)= |cn|2(fn+1, fn+1)=(fn, â â

†
fn)=(n+1)(fn, fn)=n+1.Òàêèì îáðàçîì, ||â †

fn|| = cn =
√
n+ 1.2) Ïîâûøåíèå íîìåðà. Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî

â
†
fn =

√
n+ 1fn+1.3) Ïîíèæåíèå íîìåðà. â fn =

√
nfn−1. Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷-íî. 4) Âñå ñ.â. âûðàæàþòñÿ ÷åðåç f0 ïî �îðìóëå

fn =
1√
n!

(â
†
)nf0. (5)4. Ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ. Åñëè ïðèíÿòü âåêòîðû fn âêà÷åñòâå îðòîâ áàçèñà ïðîñòðàíñòâà l2, òî îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿè ðîæäåíèÿ ïðåäñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

â =







0 1 0 0 ...

0 0
√

2 0 ...

0 0 0
√

3 ...
... ... ... ... ...






, â

†
=









0 0 0 0 ...
1 0 0 0 ...

0
√

2 0 0 ...

0 0
√

3 0 ...
... ... ... ... ...









,à îïåðàòîð íîìåðà ñîñòîÿíèÿ áóäåò äèàãîíàëüíûì ñ ðàñïîëîæåí-íûìè ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè ÷èñëàìè 0, 1, 2, 3, ...� 3. �àðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð1. Êëàññè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Ýòî ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç÷àñòèöû, êîòîðàÿ ïðèòÿãèâàåòñÿ ê íåïîäâèæíîìó öåíòðó óïðóãîéñèëîé (ñèëîé �óêà), ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàññòîÿíèþ åå îò öåíòðà.Îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíûì îñöèëëÿòîðîì, êîãäà ÷àñòèöà äâèæåòñÿâäîëü îäíîé îñè x. 45



Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â ïîëå òàêîé ñèëû V (x) =
1

2
kx2, ãäå k � ìîäóëü Þíãà. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû

mẍ = −kx.Âìåñòî êîý��èöèåíòà k îáû÷íî ââîäÿò òàê íàçûâàåìóþ ñîá-ñòâåííóþ ÷àñòîòó ω0, ñâÿçàííóþ ñ k �îðìóëîé
k = mω2

0.×åðåç ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ âïðîñòîì âèäå:
ẍ+ ω2

0x = 0.Åãî ðåøåíèå
x = A cos(ω0t+ ϕ0).Ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé ðàâíà ïîëíîé ýíåð-ãèè, êîòîðàÿ ïîñòîÿííà è ðàâíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðè ìàêñè-ìàëüíîì óäàëåíèè îñöèëëÿòîðà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

E = m
ẋ2

2
+ k

x2

2
= k

A2

2
= mω2

0

A2

2
.2. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé ãàðìî-íè÷åñêèé îñöèëëÿòîð îïèñûâàåòñÿ îäíîìåðíûì ñòàöèîíàðíûìóðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà ñ òîé æå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, ÷òî èêëàññè÷åñêèé [21℄:

(

− h̄2

2m

d2

dx2
+

1

2
kx2

)

ψ(x) = Eψ(x). (6)Óïðîñòèì óðàâíåíèå. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ñäåëàåì çàìåíó íåçà-âèñèìîé ïåðåìåííîé x = αξ. Ìíîæèòåëü α âûáåðåì òàê, ÷òîáûóðàâíåíèå ñîäåðæàëî êàê ìîæíî ìåíüøå ïàðàìåòðîâ. Ïîñëå çàìå-íû ïåðåìåííîé óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
(

− h̄2

2m

1

α2

d2

dξ2
+

1

2
kα2ξ2

)

ψ(x) = Eψ(x).Ïîëîæèì
h̄2

m

1

α2
= kα2, α4 =

h̄2

mk
=

h̄2

m2ω2
0

, α =

√

h̄

mω0
.Çàìåíèì è ýíåðãèþ, ïîëîæèâ 46



E = h̄ω0ε.Òîãäà óðàâíåíèå (6) çàïèøåòñÿ â áåçðàçìåðíîé �îðìå:
1

2

(

− d2

dξ2
+ ξ2

)

ψ = εψ. (7)3. Îïåðàòîðíàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ. Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèåâ îïåðàòîðíîé �îðìå, äëÿ ÷åãî îïðåäåëèì îïåðàòîð
â =

1√
2

(

ξ +
d

dξ

)

. (8)Òàê êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ξ � ñàìîñîïðÿæåííûé, à îïåðàòîðïðîèçâîäíîé � àíòèñàìîñîïðÿæåííûé, òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðïî îòíîøåíèþ ê (8) ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå
â

†
=

1√
2

(

ξ − d

dξ

)

.Ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ
â â

†
=

1

2

(

ξ +
d

dξ

)(

ξ − d

dξ

)

=
1

2

(

ξ2 − d2

dξ2
+ 1

)

,à â îáðàòíîì ïîðÿäêå �
â

†
â =

1

2

(

ξ − d

dξ

)(

ξ +
d

dξ

)

=
1

2

(

ξ2 − d2

dξ2
− 1

)

= N̂ . (9)�àçíîñòü ýòèõ ïðîèçâåäåíèé êàê ðàç äàåò ñîîòíîøåíèå (4), òàê ÷òîââåäåííûå îïåðàòîðû ñóòü îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ, àïðîèçâåäåíèå (9) � îïåðàòîð íîìåðà. ×åðåç ýòîò îïåðàòîð óðàâíå-íèå (7) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
(

N̂ +
1

2

)

ψ = εψ.4. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïå-ðàòîðà ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Èñïîëüçóÿ ðå-çóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à, ñðàçó ïîëó÷àåì ñ.ç. ýíåðãèè îñ-öèëëÿòîðà:
En = h̄ω0

(

n+
1

2

)

, n = 0, 1, 2, ...47



Íàéäåì è ñ.�. Äëÿ ýòîãî ðåøèì óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ñ.�.íóëåâîãî ñ.ç.:
1√
2

(

ξ +
d

dξ

)

ψ0 = 0.Óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Íîðìèðî-âàííàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ
ψ0(ξ) =

1

π1/4
e−ξ2/2.×òîáû íàéòè ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ äëÿ ñ.ç. n, ïðèìåíèì �îð-ìóëó (5):

ψn(ξ) =
1√
n!

n ðàç
︷ ︸︸ ︷

â
†
â

†
...â

†
ψ0(ξ). (10)Ïåðåä âñåì ïðîèçâåäåíèåì, ïåðåä �óíêöèåé ψ0 è ìåæäó êàæäûìèäâóìÿ îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ âñòàâèì 1 = eξ2/2e−ξ2/2. Òîãäà êàæ-äûé îïåðàòîð áóäåò îáðàìëåí: ñëåâà �óíêöèåé e−ξ2/2, à ñïðàâà �

eξ2/2. Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî àññîöè-àòèâíîñòè. Ïîýòîìó ïîëó÷èòñÿ ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ îáðàìëå-íèé
e−ξ2/2â

†
eξ2/2 =

1√
2
e−ξ2/2

(

ξ − d

dξ

)

eξ2/2 =

=
1√
2
e−ξ2/2

(

ξ − eξ2/2 d

dξ
− ξ

)

eξ2/2 = − 1√
2

d

dξ
.Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ïîäðàçóìåâàëîñü íåÿâíîåíàëè÷èå �óíêöèè, íà êîòîðóþ âîçäåéñòâóåò îïåðàòîð.Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèå (10) ïðåâðà-òèòñÿ â ñîîòíîøåíèå

ψn(ξ) =
1√
n!

(−1)n2−n/2eξ2/2 dn

dξn
e−ξ2/2ψ0(ξ).Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ñ.�. ïîëó÷àåì âåùåñòâåííîå âûðàæåíèå

ψn(ξ) = (−1)n 1
√

n!2n
√
π
eξ2/2 dn

dξn
e−ξ2

. (11)Çàïèñàâ ðàâåíñòâà ïîäï. 2 è 3 ï. 3 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à äëÿñ.�. (11)
1√
2

(

ξ − d

dξ

)

ψn(ξ) =
√
n+ 1ψn+1(ξ),

1√
2

(

ξ +
d

dξ

)

ψn(ξ) =
√
nψn−1(ξ),48



à çàòåì ñëîæèâ è âû÷òÿ èõ, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ, ïîòðåáóþùèåñÿíàì â äàëüíåéøåì:
ξψn(ξ) =

(√
n

2
ψn−1(ξ) +

√

n+ 1

2
ψn+1(ξ)

)

, (12)
dψn(ξ)

dξ
=

(√
n

2
ψn−1(ξ) −

√

n+ 1

2
ψn+1(ξ)

)

. (13)5. Ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà. Ñ.�. ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èçâåñò-íûå ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà [13℄, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëîé
Hn(ξ) = (−1)neξ2 dn

dξn
e−ξ2

.Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà ðàâíà åãî íîìåðó n, à ÷åòíîñòü ñîâ-ïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ n. Ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìóñîîòíîøåíèþ
Hn+1(x) = 2xHn(x) − 2nHn−1(x),ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî èõ ìîæíî íàõîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíî, èñõîäÿèç òîãî, ÷òî H0(x) = 1. Ïðè ñëåäóþùèõ òðåõ íîìåðàõ

H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2, H3(x) = 8x3 − 12x.Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí Hn(x) èìååò ðîâíî n âåùåñòâåííûõêîðíåé, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî 0.à á
ψn(ξ) ψ2
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n

ξ ξ�èñ. 1. Ôóíêöèè ψn(ξ) (à) è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ψ2
n(ξ) (á)ïðè n = 0, 1, 2 è 3.Ñâÿçü ñ.�. ñ ìíîãî÷ëåíàìè Ýðìèòà ñëåäóþùàÿ:

ψn(ξ) =
1

√

n!2n
√
π
e−ξ2/2Hn(ξ).�ðà�èêè ïåðâûõ ïÿòè ñ.�. è èõ êâàäðàòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.49



Èòàê, çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå ðåøåíà ïîëíîñòüþ,íàéäåíû ñ.ç. ýíåðãèè è ñ.�. â ÿâíîì âèäå.Òåïåðü ïîñìîòðèì, â ÷åì ñõîäñòâî è ðàçëè÷èå ìåæäó êâàíòî-âûì è êëàññè÷åñêèì îñöèëëÿòîðàìè.6. Ñðàâíåíèå êâàíòîâîãî è êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-ðîâ.1) Ýíåðãèè. Ó îáîèõ îñöèëëÿòîðîâ ýíåðãèè íåîòðèöàòåëüíû, íîó êëàññè÷åñêîãî ýíåðãèÿ ìîæåò áûòü ëþáîé, à ó êâàíòîâîãî ïðèíè-ìàåò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì ñîñåäíèå óðîâíè ýíåðãèè ðàñïî-ëîæåíû íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè h̄ω0 äðóã îò äðóãà. Íàèìåíüøàÿýíåðãèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà h̄ω0/2.Â äâóõ ñëó÷àÿõ ýíåðãèþ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà ìîæíî âîñ-ïðèíèìàòü êàê íåïðåðûâíî èçìåíÿþùóþñÿ: à) åñëè h̄ω0 çíà÷èòåëü-íî ìåíüøå, ÷åì ðàçðåøåíèå èçìåðÿþùåãî ïðèáîðà; á) åñëè n ≫ 1.�àçëè÷èå, òàêèì îáðàçîì, ñãëàæèâàåòñÿ ïðè ìàëûõ ñîáñòâåííûõ÷àñòîòàõ è/èëè íà âûñîêèõ óðîâíÿõ.2) Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû. Îíî ðàâíî íóëþ ó îáîèõ îñ-öèëëÿòîðîâ. Ó êëàññè÷åñêîãî ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê â ñðåäíåì ïîïåðèîäó êîñèíóñ � íóëü. Ó êâàíòîâîãî ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èçòîãî, ÷òî ïîä èíòåãðàëîì
xn = α

∞∫

−∞

ξψ2
n(ξ)dξ = 0 (14)ñòîèò íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ.3) Ñðåäíåå çíà÷åíèå èìïóëüñà. Îíî òàêæå ðàâíî íóëþ. Ó êëàñ-ñè÷åñêîãî � ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñèíóñà, à ó êâàíòîâîãî

pn = − ih̄
α

∞∫

−∞

ψn(ξ)ψ′
n(ξ)dξ = 0, (15)òàê êàê ñ.�. è åå ïðîèçâîäíàÿ âñåãäà èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå ÷åò-íîñòè. Âåëè÷èíû α âîçíèêëè îò ìíîæèòåëÿ x = αξ â (14) è îòïðîèçâîäíîé ïî x â (15).4) Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà êîîðäèíàòû. Îíî ñîâïàäàåò ñ ååäèñïåðñèåé, ïðè÷åì ó êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà x2 = A2/2, à óêâàíòîâîãî (èñïîëüçóåì �îðìóëó (12))

x2
n = (∆x)2n = α2

∞∫

−∞

ξ2ψ2
n(ξ)dξ =50



=
α2

2

∞∫

−∞

dξ[
√
nψn−1(ξ) +

√
n+ 1ψn+1(ξ)]

2dξ = α2

(

n+
1

2

)

.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî E = kx2 = mω2
0x

2 è En = mω2
0x

2
n.5) Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Îíî ðàâíî ïîëî-âèíå ïîëíîé:

V n =
1

2
kx2

n =
1

2
mω2

0

h̄

mω0

(

n+
1

2

)

=
1

2
En.ßñíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè � âòîðàÿ ïîëî-âèíà ïîëíîé: Tn = En/2.6) Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà èìïóëüñà. Åãî ìîæíî íàõîäèòüíåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (13), îäíàêîïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå èçâåñòíûì èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà:

p2
n = (∆pn)2 = 2mTn = mEn = mh̄ω0

(

n+
1

2

)

.7) Ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé êîîðäèíàòû è èì-ïóëüñà. Èç ïîäï. 4 è 6 ñëåäóåò, ÷òî
∆xn∆pn =

En

ω0
= h̄

(

n+
1

2

)

.Ýòî òî÷íîå çíà÷åíèå òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ ãàðìîíè-÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Êîíå÷íî, èç íåãî ñëåäóåò (íåñòðîãîå) íåðà-âåíñòâî �àéçåíáåðãà. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðèíàèíèçøåì óðîâíå ýíåðãèè (ïðè n = 0). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òà-êîé âûâîä íå ñëó÷àåí, à âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ñèñòåì.Äëÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî òå æå ñî-îòíîøåíèÿ, ÷òî è äëÿ êâàíòîâîãî â ïîäï. 5�7, åñëè çàìåíèòü âåëè-÷èíû En íà E = kA2/2 è îïóñòèòü âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïîñòî-ÿííóþ Ïëàíêà.8) �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Âåðîÿòíîñòü, ÷òî â ïðîèçâîëü-íî âûáðàííûé ìîìåíò ìû îáíàðóæèì êëàññè÷åñêèé îñöèëëÿòîð âòî÷êå x, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè, ñ êîòîðîé îí ïðîõîäèòäàííóþ òî÷êó, ò. å. wêë ∝ 1/v = 1/
√

2T/m = 1/
√

2[E − V (x)]/m.Ïîñëå íîðìèðîâàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íà åäèíèöó ïîëó÷èòñÿ
wêë(x) =

1

π

1√
A2 − x2

.51



Îáðàùåíèå â áåñêîíå÷íîñòü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïðè x = ±Aîáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â êðàéíèõ òî÷êàõ êëàññè÷åñêèé îñöèëëÿòîðîñòàíàâëèâàåòñÿ. Òàêàÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íåñòðàøíà, òàê êàê íîðìèðîâî÷íûé èíòåãðàë îò ýòîé îñîáåííîñòè ñõî-äèòñÿ. Êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà íå ìîæåò âûéòè çà ïðîìåæóòîê ñâîèõêîëåáàíèé [−A,A].Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðàîêîëî êîîðäèíàòû x

wn(x) =
1

α
|ψn(x/α)|2.

wêë(y), wêâ(y)
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y�èñ. 2. Êëàññè÷åñêàÿ è êâàíòîâàÿ (n = 20)ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.Ïðè n = 0 ýòî ãàóññèàíà w0(x) = (1/α

√
π)e−x2/α2 , ïðè n = 1� äâóãîðáàÿ êðèâàÿ w1(x) = (2/α3

√
π)ξ2e−x2/α2 . Òàê êàê �óíêöèÿ

ψn(ξ) èìååò n íóëåé, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè n ðàç îáðàùàåòñÿ âíóëü. Ïðè áîëüøèõ n îíà èìååò ìíîãî ïåðåìåæàþùèõñÿ ìåæäó ñî-áîé íóëåé è ìàêñèìóìîâ. Ïðè ýòîì åñëè ïðèðàâíÿòü ýíåðãèè êëàñ-ñè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðîâ, ò. å. ïîëîæèòü A = α
√

2n+ 1,òî ïðè áîëüøèõ n â ïðîìåæóòêå [−A,A] êâàíòîâàÿ âåðîÿòíîñòü êî-ëåáëåòñÿ îêîëî êëàññè÷åñêîé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè êâàíòîâóþ âå-ðîÿòíîñòü óñðåäíÿòü ïî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó, òî ðå-çóëüòàò îêàæåòñÿ áëèçêèì ê êëàññè÷åñêîìó.Íà ðèñ. 2 ïðè n = 20 ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñîîòíîøåíèå ìåæäóêâàíòîâîé wêâ(y) =
√

2n+ 1ψ2
n(
√

2n+ 1y) è êëàññè÷åñêîé wêë(y) =52



1

π

1
√

1 − y2
âåðîÿòíîñòÿìè. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà áåçðàçìåðíàÿâåëè÷èíà y = αx/

√
2n+ 1.Êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà ìîæåò âûõîäèòü èç ïðîìåæóòêà äâèæåíèÿêëàññè÷åñêîé, îäíàêî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðè óäàëåíèè îò ýòîãîïðîìåæóòêà áûñòðî (ýêñïîíåíöèàëüíî) óáûâàåò.Â ðóêîâîäñòâàõ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê-æå òàêèå ïðîñòåéøèå ñèñòåìû, êàê ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿÿìà è ïðÿìîóãîëüíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð. Ìû íå îñòàíàâëèâà-åìñÿ íà íèõ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ðåøàëèñü â êóðñåîáùåé �èçèêè.
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�ëàâà IV. Ìîìåíò â êâàíòîâîé ìåõàíèêå� 1. Ïîíÿòèå ìîìåíòà1. Ìåõàíè÷åñêèé ìîìåíò. Ìåõàíè÷åñêèé ìîìåíò â êâàíòî-âîé ìåõàíèêå íàçûâàåòñÿ èíà÷å îðáèòàëüíûì. Â íàøåì òåêñòå ïðî-ñòî ¾ìîìåíò¿� ýòî âåëè÷èíà, êîòîðóþ íàçûâàþò óãëîâûì ìîìåí-òîì èëè ìîìåíòîì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (èìïóëüñà). Â êëàññè÷å-ñêîé ìåõàíèêå ìîìåíò îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé
L = r × p = (ypz − zpy, zpx − xpz, xpy − ypx), (1)ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èëè òåëà) ñèìïóëüñîì p, ïðîâåäåííûé èç óêàçàííîé òî÷êè. Â ñîîòâåòñòâèè ñïðàâèëîì ñîïîñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ êâàíòîâîìó ìîìåíòó ñîïîñòà-âèì îïåðàòîð, çàìåíèâ â �îðìóëå (1) âåëè÷èíû íà èõ îïåðàòîðû:
L̂ = r̂ × p̂ = (yp̂z − zp̂y, zp̂x − xp̂z, xp̂y − yp̂x).Îïåðàòîðû êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà

L̂ = (L̂x, L̂y, L̂z)íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Âû÷èñëèì êîììóòàòîð
[L̂x, L̂y] = L̂xL̂y − L̂yL̂x = (yp̂z − zp̂y)(zp̂x − xp̂z)−

−(zp̂x − xp̂z)(yp̂z − zp̂y)=yp̂zp̂x − zp̂xyp̂z + zp̂yxp̂z − xp̂zzp̂y =

= (yp̂x − xp̂y)(p̂zz − zp̂z) = ih̄(xp̂yyp̂x) = ih̄L̂z.Äâà äðóãèõ êîììóòàòîðà ïîëó÷àåì, äåëàÿ êðóãîâóþ ïåðåñòà-íîâêó x→ y → z → x. Çàïèøåì ðåçóëüòàò:
L̂xL̂y − L̂yL̂x = ih̄L̂z,

L̂yL̂z − L̂zL̂y = ih̄L̂x,

L̂zL̂x − L̂xL̂z = ih̄L̂y.Êîðîòêî òðè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îïåðàòîðíî-âåê-òîðíîé �îðìå:
L̂ × L̂ = ih̄L̂ .Îðáèòàëüíûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãîïîíÿòèÿ. 54



2. Îáùèé ìîìåíò. Îáîáùèì ïîíÿòèå ìîìåíòà [7,21℄. Îáîçíà-÷èì îïåðàòîð îáùåãî ìîìåíòà Ĵ è ïîä÷èíèì åãî ñîñòàâëÿþùèå òåìæå ñîîòíîøåíèÿì êîììóòàöèè, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò îðáèòàëü-íûé ìîìåíò:
Ĵ xĴ y − Ĵ yĴ x = ih̄Ĵ z,

Ĵ yĴ z − Ĵ zĴ y = ih̄Ĵ x, (2)
Ĵ zĴ x − Ĵ xĴ z = ih̄Ĵ y.Ýòè ñîîòíîøåíèÿ òàêæå ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å â âèäå

Ĵ × Ĵ = ih̄Ĵ . (3)Îáîáùåíèå çäåñü ïðîèçâåäåíî �îðìàëüíî. Äàëåå ìû óáåäèìñÿ, ÷òîòàêîå îáîáùåíèå íå ïóñòî, ò. å. åñòü ìîìåíòû, êîòîðûå íå ñâîäÿòñÿê îðáèòàëüíîìó.Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû ïðîåêöèé ìîìåíòà íå êîììóòèðóþò, ïðî-åêöèè íåâîçìîæíî èçìåðèòü îäíîâðåìåííî è íåâîçìîæíî íàéòè ñè-ñòåìó ñ.â., êîòîðàÿ áûëà áû äëÿ íèõ îáùåé.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà êîììóòèðóåò ñîïåðàòîðàìè âñåõ ïðîåêöèé.3. Êîììóòàöèÿ ñ êâàäðàòîì. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð
Ĵ

2
= Ĵ

2

x + Ĵ
2

y + Ĵ
2

zêîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì Ĵ z. ßñíî, ÷òî Ĵ
2

z ñ Ĵ z êîììóòèðóåò.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîììóòàöèè ñóììû äâóõ äðóãèõ êâàäðàòîâ ñ
Ĵ z ïðèáàâèì è âû÷òåì äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ñãðóï-ïèðóåì òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî âûíåñòè çà ñêîáêè îäèíàêîâûå îïå-ðàòîðû:
Ĵ

2
Ĵ z−Ĵ zĴ

2
= Ĵ

2

x Ĵ z−Ĵ zĴ
2

x +Ĵ
2

y Ĵ z−Ĵ zĴ
2

y +Ĵ xĴ zĴ x−Ĵ xĴ zĴ x+

+Ĵ yĴ zĴ y−Ĵ yĴ zĴ y = Ĵ x(Ĵ xĴ z−Ĵ zĴ x)+(Ĵ xĴ z−Ĵ zĴ x)Ĵ x+

+ Ĵ y(Ĵ yĴ z − Ĵ zĴ y) + (Ĵ yĴ z − Ĵ zĴ y)Ĵ y =

= Ĵ x(−ih̄Ĵ y) + (−ih̄Ĵ y)Ĵ x + Ĵ y(ih̄Ĵ x) + (ih̄Ĵ x)Ĵ y = 0.Êîììóòàöèÿ ñ äðóãèìè ïðîåêöèÿìè äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå.Èç äîêàçàííîé êîììóòàòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî îáùóþ ñèñòåìó ñ.â.ìîæíî íàéòè äëÿ Ĵ 2 è îäíîé èç ïðîåêöèé, íàïðèìåð äëÿ Ĵ z. Ýòîìû ïðîäåëàåì â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.55



� 2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîìåíòà1. Îïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì âðåìåííî ñ.ç. è ñ.â. äâóõ îïåðà-òîðîâ òàê, ÷òî
Ĵ

2
ψλ µ = λh̄2ψλ µ, Ĵ zψλ µ = µh̄ψλ µ.Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, êàêèìè ìîãóò áûòü áåçðàçìåðíûå ñ.ç. λ è µ.Ýòî ìû ñäåëàåì â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñ÷è-òàåì íîðìèðîâàííûìè.2. Íåðàâåíñòâî. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî µ2 ≤ λ. Äëÿ äîêà-çàòåëüñòâà ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

(

ψλ µ, (Ĵ
2
− Ĵ

2

z )ψλ µ

)

= h̄2(λ− µ2)(ψλ µ, ψλ µ) =

=

(

ψλ µ, Ĵ
2

xψλ µ

)

+

(

ψλ µ, Ĵ
2

yψλ µ

)

≥ 0.Òàê êàê êâàäðàò ñ.â. ðàâåí 1, òî íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. Èç íåãîâûòåêàåò, ÷òî ïðè çàäàííîì λ çíà÷åíèÿ µ îãðàíè÷åíû. Îáîçíà÷èìãðàíèöû µ1 è µ2, òàê ÷òî µ1 ≤ µ ≤ µ2.3. Äâà îïåðàòîðà è èõ ñâîéñòâà.1) Îïðåäåëåíèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äâóõ âñïîìîãàòåëü-íûõ îïåðàòîðîâ:
Ĵ± = Ĵ x ± iĴ y. (4)Ýòè îïåðàòîðû âçàèìíî ñîïðÿæåíû: Ĵ †

± = Ĵ∓.2) Äâà ïðîèçâåäåíèÿ. Íàéäåì ïðîèçâåäåíèÿ ââåäåííûõ îïåðà-òîðîâ:
Ĵ+Ĵ−=(Ĵ x+iĴ y)(Ĵ x−iĴ y)=

= Ĵ
2

x +Ĵ
2

y +i(Ĵ yĴ x−Ĵ xĴ y)= Ĵ
2
−Ĵ

2

z +h̄Ĵ z.Àíàëîãè÷íî
Ĵ−Ĵ+ = Ĵ

2
− Ĵ

2

z − h̄Ĵ z.3) Ïîâûøåíèå íîìåðà. Âåêòîð Ĵ+ψλ µ ëèáî ðàâåí 0, ëèáî ÿâ-ëÿåòñÿ ñ.â. äëÿ Ĵ
2 ñ òåì æå çíà÷åíèåì λ è äëÿ Ĵ z ñî çíà÷åíèåì

µ′ = µ + 1. Äåéñòâèòåëüíî, Ĵ 2 êîììóòèðóåò ñ îáîèìè îïåðàòîðà-ìè Ĵ x è Ĵ y. Ïîýòîìó âîçäåéñòâèå îïåðàòîðà Ĵ 2 íà âåêòîðû ψλ µ è
Ĵ+ψλ µ ïðèâîäèò ê îäèíàêîâîìó ðåçóëüòàòó: îíè îáà óìíîæàþòñÿ56



íà λ. Äëÿ îïåðàòîðà ïðîåêöèè ïðèìåíèì ñîîòíîøåíèÿ (2) è ïîëó-÷èì
Ĵ zĴ+ψλ µ = Ĵ z(Ĵ x + iĴ y)ψλ µ =

= (ih̄Ĵ y + Ĵ xĴ z + h̄Ĵ x + iĴ yĴ z)ψλ µ = h̄(µ+ 1)Ĵ+ψλ µ.4) Ïîíèæåíèå íîìåðà. Àíàëîãè÷íî âåêòîð Ĵ−ψλ µ ëèáî ðàâåí0, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ñ.â. äëÿ Ĵ
2 ñ òåì æå çíà÷åíèåì λ è äëÿ Ĵ z ñîçíà÷åíèåì µ′ = µ− 1. Äîêàçàòåëüñòâî òî÷íî òàêîå æå.4. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ĵ 2 è Ĵ z.1) Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå. ßñíî, ÷òî Ĵ−ψλ µ1

= 0, òàê êàê èíà÷å
µ1 íå áûëî áû íàèìåíüøèì. Çíà÷èò, è êâàäðàò íîðìû

(Ĵ−ψλ µ1
, Ĵ−ψλ µ1

) = (ψλ µ1
, Ĵ+Ĵ−ψλ µ1

) =

= (ψλ µ1
, (Ĵ

2
− Ĵ

2

z + h̄Ĵ z)ψλ µ1
) = h̄2(λ− µ2

1 + µ1) = 0. (5)2) Âòîðîå ñîîòíîøåíèå. Àíàëîãè÷íî Ĵ+ψλ µ2
= 0, òàê êàê èíà-÷å µ2 íå áûëî áû íàèáîëüøèì. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïîäïóíêòå,ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó, êîòîðîå çàïèøåì âìåñòå ñ (5):

λ− µ2
1 + µ1 = 0, λ− µ2

2 − µ2 = 0. (6)3) Ñëåäñòâèå äâóõ ñîîòíîøåíèé. Âû÷òÿ îäíî ðàâåíñòâî èç äðó-ãîãî è òåì ñàìûì èñêëþ÷èâ λ, ïîëó÷èì (µ1 + µ2)(µ2 − µ1 + 1) = 0.Âòîðîé ìíîæèòåëü íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, òàê êàê µ2 ≥ µ1.Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí íóëþ ïåðâûé.4) Èçìåíåíèå îáîçíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì λ = j(j + 1). Èç ëþáîãîðàâåíñòâà (6) ñëåäóåò, ÷òî µ2 = −µ1 = j. Èçìåíèì îáîçíà÷åíèÿ ñ.â.Âìåñòî èíäåêñà λ áóäåì ïèñàòü èíäåêñ j, ò. å. ñ.â. òåïåðü îáîçíà÷àåì
ψj µ. Ïðè ýòîì µ èçìåíÿåòñÿ îò−j äî j.5) ×èñëî ïðîåêöèé. Åñëè íà÷àòü ñ âåêòîðà ψj j è ïðèìåíèòü êíåìó íåñêîëüêî ðàç îïåðàòîð Ĵ−, òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àòñÿ ñ.â.(íåíîðìèðîâàííûå) äëÿ ñ.ç. j è µ = j−1, j−2, .... Ïðè ýòîì ÷åðåç 2jòàêèõ îïåðàöèé îáÿçàòåëüíî ïðèäåì ê âåêòîðó ψj −j , à ñëåäóþùååïðèìåíåíèå îïåðàòîðà äàñò 0. Çíà÷èò, 2j � öåëîå ÷èñëî, à j � öåëîåèëè ïîëóöåëîå. 57



6) Îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëèðîâêà. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ Ĵ 2 è Ĵ z òàêîâû:
Ĵ

2
ψj µ = j(j + 1)h̄2ψj µ, Ĵ zψj µ = µh̄ψj µ,ïðè÷åì

j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, ..., µ = −j,−j + 1, ..., j − 1, j.� 3. Îðáèòàëüíûé ìîìåíò1. Îïåðàòîðû êâàäðàòà è ïðîåêöèè. Ñ.ç. êâàäðàòà è ïðî-åêöèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ïðîùå íàõîäèòü, åñëè èñïîëüçîâàòüâûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ L̂ 2 è L̂z â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.Ïðîåêöèÿ ìîìåíòà Lz ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ñîïðÿæåííûì èìïóëü-ñîì äëÿ àçèìóòà φ, ïîýòîìó åå îïåðàòîð

L̂z = −ih̄ ∂
∂φ
.×òîáû âûâåñòè âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ìîìåíòà, íåîáõîäèìî ïðî-äåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ. �åçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ïðî-ñòûì. Èñêîìûé îïåðàòîð ïðîïîðöèîíàëåí óãëîâîé ÷àñòè îïåðàòîðàËàïëàñà: L̂

2
= −h̄2∆θ φ.2. Óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âñå, ÷òî äîêàçàíîäëÿ îáùåãî ìîìåíòà, îòíîñèòñÿ è ê îðáèòàëüíîìó. Ïîýòîìó â äðóãèõîáîçíà÷åíèÿõ ïîëîæèì

L̂
2
Yl m(θ, φ) = h̄2l(l + 1)Yl m(θ, φ), L̂zYl m(θ, φ) = h̄mYl m(θ, φ). (7)�åøàåì óðàâíåíèÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ:

Yl m(θ, φ) = Φ(φ)Θ(θ). (8)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ïåðâîå óðàâíåíèå (7) è äåëåíèÿ íà (8) ïîëó-÷àåì óðàâíåíèå
−iΦ′(φ) = mΦ(φ),êîòîðîå ðåøàåòñÿ î÷åíü ïðîñòî òàêæå ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ, òàê÷òî

Φm(φ) = eimφ. (9)58



3. Âåëè÷èíû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ôóíêöèÿ (9) äîëæíàáûòü îäíîçíà÷íîé ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àçèìóòà. Ïîýòîìó ÷èñëî mìîæåò áûòü òîëüêî öåëûì, òîãäà �óíêöèÿ (9) � ïåðèîäè÷åñêàÿ. Òàêêàê m èçìåíÿåòñÿ îò −l äî l, òî è ÷èñëî l öåëîå. Òàêèì îáðàçîì,îðáèòàëüíûé ìîìåíò íå îõâàòûâàåò âñåõ âîçìîæíûõ ñ.ç. ìîìåíòà,è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîä îò L̂ ê Ĵ íå áûë òðèâèàëüíûì.Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñîïðÿæåííûé àçèìóòó èìïóëüñ èìååòäèñêðåòíûé ñïåêòð, îòðàæàåò îãðàíè÷åííîñòü ïðåäåëîâ èçìåíåíèÿàçèìóòà â îòëè÷èå îò óòâåðæäåíèÿ, ñäåëàííîãî â � 1 ãëàâû II è îò-íîñÿùåãîñÿ ê íåîãðàíè÷åííûì êîîðäèíàòàì.Âòîðîå óðàâíåíèå (7) ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíûì ñïåöèàëüíûì�óíêöèÿì.4. Ôóíêöèè Ëåæàíäðà. Íàïîìíèì, ÷òî [13℄
∆θ φ =

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2

∂φ2
. (10)Ïîäñòàâèâ (8) âî âòîðîå óðàâíåíèå (7) è ñîêðàòèâ íà Φ(φ), ïîëó÷èìóðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè Θ(θ):

−
[

1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
d

dθ

)

− m2

sin2 θ

]

Θ(θ) = l(l + 1)Θ(θ).Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé η = cos θ. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåòñòàíäàðòíûé âèä
{

d

dη

[

(1 − η2)
d

dη

]

+ l(l+ 1) − m2

1 − η2

}

Θ(θ) = 0.Ýòèì óðàâíåíèåì ïðè öåëûõ l è m îïðåäåëÿþòñÿ â ÷àñòíîñòè òàêíàçûâàåìûå ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè Ëåæàíäðà:
{

d

dη

[

(1 − η2)
d

dη

]

+ l(l + 1) − m2

1 − η2

}

Pl m(θ) = 0. (11)Ïðè m = 0 ýòî ïðîñòî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà Pl(η), à îïðåäå-ëÿþùåå èõ óðàâíåíèå
(1 − η2)

d2Pl(θ)

dη2
− 2η

dPl(θ)

dη
+ l(l + 1)Pl(θ) = 0. (12)Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå

Pl(η) =
1

2ll!

dl

dηl
(η2 − 1)l. (13)59



Ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè Ëåæàíäðà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìíîãî÷ëå-íû Ëåæàíäðà
Pm

l (η) = (1 − η2)m/2 dm

dηm
Pl(η).Îäíàêî ñàìè ýòè �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè òîëüêî ïðè ÷åò-íûõ m. Îòìåòèì, ÷òî ïðè íåöåëûõ l è/èëè m �óíêöèè, îïðåäå-ëÿåìûå óðàâíåíèÿìè (11) è (12), íåîäíîçíà÷íû èëè îáðàùàþòñÿâ áåñêîíå÷íîñòü íà ïðîìåæóòêå [−1, 1]. Òàê æå âåäóò ñåáÿ âòîðûåðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé (ëèíåéíî íå çàâèñèìûå îò ïðèâåäåííûõ�óíêöèé) è ïðè öåëûõ l è m.Ìíîãî÷ëåíû è �óíêöèè Ëåæàíäðà íå íîðìèðîâàíû íà 1. Âñåìíîãî÷ëåíû îïðåäåëåíû òàê, ÷òî Pl(1) = 1. Íîðìèðîâàííûå �óíê-öèè ìû îáîçíà÷èì

Pl m(η) =

√

2l + 1

2

√

(l − |m|)!
(l + |m|)!P

|m|
l (η).Çàïèøåì ïîëíûå ñ.�.5. Ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè. Òàê íàçûâàþòñÿ �óíêöèè [13℄

Yl m(θ, φ) =
1√
2π
eimφPl m(cos θ).Ìíîæèòåëü ïåðåä ìíèìîé ýêñïîíåíòîé íîðìèðóåò �óíêöèþ îò φ.Â öåëîì

2π∫

0

dφ

π∫

0

sin θdθ|Yl m(θ, φ)|2 = 1.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïåðâûõ �óíêöèé. Íà÷íåì ñ ìíîãî÷ëåíîâ èïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé Ëåæàíäðà. Ïî �îðìóëå (13) ëåãêî íàéòè,÷òî
P0(η) = 1, P1(η) = η, P2(η) =

3η2 − 1

2
.Ñîîòâåòñòâåííî

P 1
1 (η) =

√

1 − η2, P 1
1 (cos θ) = sin θ.Ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè ñ íàèìåíüøèìè èíäåêñàìè

Y0 0(θ, φ)=
1√
4π
, Y1 0(θ, φ)=

√

3

4π
cos θ, Y1±1(θ, φ)=

√

3

8π
sin θe±iφ.
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� 4. Ñïèíîâûé ìîìåíò1. Ñïèí ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Èç ïðåäøåñòâóþùèõ ïàðà-ãðà�îâ âûòåêàåò, ÷òî îðáèòàëüíûé ìîìåíò, èìåþùèé êëàññè÷åñêèéàíàëîã, íå èñ÷åðïûâàåò âñåõ ñ.ç. ìîìåíòà è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðèðî-äå èìåþòñÿ ìîìåíòû äðóãîé ïðèðîäû, êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà êîòî-ðûõ íå ñóùåñòâóåò. Ýòî ñïèíîâûé ìîìåíò èëè, êîðî÷å, ñïèí. Ñïèííå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö, à ïðè-ñóù èì ñàìèì. Åãî íåëüçÿ ñâåñòè è ê äðóãèì âèäàì äâèæåíèÿ, íà-ïðèìåð âðàùåíèþ.Îïåðàòîð ñïèíà îáîçíà÷àåòñÿ Ŝ . Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïèíàòàêæå èìåþò ñâîè îáîçíà÷åíèÿ. Ïîëíûé ñïèíîâûé ìîìåíò, ò. å. ñ.ç.
Ŝ

2, ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì s(s+1)h̄2, à ñ.ç. ïðîåêöèè Ŝz � µh̄. Ñïèí óðàçíûõ ÷àñòèö ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå âàæ-íûå.Ñïèí s = 0. Íóëåâîé ñïèí èìåþò π-ìåçîíû. Èõ òðè: äâà çà-ðÿæåííûõ π± è íåéòðàëüíûé π0. Ýòè ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò ñíóêëîíàìè, èãðàÿ ðîëü îñíîâíûõ ñâÿçóþùèõ ÷àñòèö ìåæäó íèìè,êàê �îòîíû â ýëåêòðîìàãíèòíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ. Ê êëàññó áåñ-ñïèíîâûõ ÷àñòèö îòíîñÿòñÿ òàêæå áîëåå òÿæåëûå K-ìåçîíû.Ñïèí s = 1/2. Áîëüøîå ÷èñëî ÷àñòèö îáëàäàåò èìåííî ñïèíîì1/2. Ýòî ýëåêòðîí è ïîçèòðîí e∓, ïðîòîí è àíòèïðîòîí P±, ìþî-íû µ±, íåéòðîí è àíòèíåéòðîí N è N (ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè íåñòîëü î÷åâèäíî, êàê ó çàðÿæåííûõ ÷àñòèö), à òàêæå âñå íåéòðèíîè àíòèíåéòðèíî, êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå òðè òèïà.Ñïèí s = 1. Ñàìàÿ âàæíàÿ ÷àñòèöà ñî ñïèíîì 1 � ýòî �îòîí.Èìåþòñÿ òàêæå äðóãèå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1: ìåçîíû, íàçûâàåìûåâåêòîðíûìè, íàïðèìåð W± è Z (áîçîíû, ïåðåíîñ÷èêè ýëåêòðîñëà-áîãî âçàèìîäåéñòâèÿ). Òàêîé æå ñïèí èìåþò ãèïåðîíû, îí ïðèïè-ñûâàåòñÿ òàêæå êâàðêàì.Ñïèí s = 3/2. Òàêîé ñïèí õàðàêòåðåí äëÿ íåêîòîðûõ òÿæåëûõ÷àñòèö.Ñïèí s = 2. Ñïèí 2 ïðèïèñûâàåòñÿ ãðàâèòîíó � ãèïîòåòè÷å-ñêîé ÷àñòèöå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíò ýíåðãèè ãðàâèòà-öèîííîãî ïîëÿ. Òàê êàê ïîêà ñ ïîëíîé óâåðåííîñòüþ íå îáíàðóæåíûäàæå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû, ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáíàðóæåíèå ãðà-âèòîíà, ïî-âèäèìîìó, äåëî íå áëèçêîãî áóäóùåãî.2. Ñïèí ýëåêòðîíà. Íàèáîëåå âàæåí ñïèí ýëåêòðîíà. Îí ðà-âåí 1/2 è ïîýòîìó èìååò äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè. Ñëå-61



äîâàòåëüíî, äëÿ åãî îïèñàíèÿ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü äâóõêîìïî-íåíòíûå âåêòîðû.Âûáåðåì â êà÷åñòâå îðòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ñîá-ñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðîâ êâàäðàòà ñïèíà Ŝ2 è ïðîåêöèè Ŝz.Ýòè âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ñïèíîðàìè è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
ψ 1

2
1
2

=

(
1
0

)

, ψ 1
2
− 1

2
=

(
0
1

)

.Òîãäà îïåðàòîðû ïðîåêöèè íà îñü z è êâàäðàòà ìîìåíòà èçîáðàçÿòñÿìàòðèöàìè
Ŝz =

h̄

2

(
1 0
0 −1

)

, Ŝ
2

=
3

4
h̄2

(
1 0
0 1

)

.Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàííûìè ðàíåå ñâîéñòâàìè îïåðàòîðîâïåðåõîäà îò îäíîãî ñ.â. ê äðóãîìó (4) èìååì
Ŝ+ψ 1

2
− 1

2
= h̄ψ 1

2
1
2
, Ŝ+ψ 1

2
1
2

= 0, Ŝ−ψ 1
2

1
2

= h̄ψ 1
2
− 1

2
, Ŝ−ψ 1

2
− 1

2
= 0.Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìèìàòðèöàìè:

Ŝ+ = h̄

(
0 0
0 1

)

, Ŝ− = h̄

(
1 0
0 0

)

.Ëåãêî íàéòè è âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ äâóõ îñòàëüíûõ êîîðäè-íàò ìîìåíòà. Äëÿ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ââîäÿòñÿ òðè ìàòðèöû
σ̂x =

(
0 1
1 0

)

, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)

, σ̂z =

(
1 0
0 1

)

.Ýòè ìàòðèöû, íàçûâàåìûå ìàòðèöàìè Ïàóëè, ïîçâîëÿþò çàïèñàòüîïåðàòîð ñïèíà ýëåêòðîíà òàê:
Ŝ =

h̄

2
σ̂ .Ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ ìîìåíòà íå îáÿçàòåëüíî ñâîäÿòñÿ ê ñïèíó.Ìîìåíòû ìîãóò ñêëàäûâàòüñÿ.� 5. Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ1. Îïðåäåëåíèå ñóììû ìîìåíòîâ. Ïóñòü J1 è J2 � äâà ìî-ìåíòà. Ïóñòü îíè ëèáî ðàçíîé ïðèðîäû (ñïèíîâûé è îðáèòàëüíûé),62



ëèáî îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì ÷àñòèöàì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èõ îïåðàòîðûâîçäåéñòâóþò íà ðàçíûå ïåðåìåííûå è ïîýòîìó êîììóòèðóþò.Îïðåäåëèì ñóììó ìîìåíòîâ êàê âåëè÷èíó, ó êîòîðîé îïåðàòîððàâåí ñóììå äâóõ îïåðàòîðîâ ìîìåíòîâ:
Ĵ = Ĵ1 + Ĵ2.Äîêàæåì, ÷òî ñóììà ìîìåíòîâ ñàìà ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì. Äëÿ ýòîãîíåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå (3). Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ âûïîë-íÿþòñÿ äëÿ îáîèõ ñëàãàåìûõ â îòäåëüíîñòè:

Ĵ1 × Ĵ1 = ih̄Ĵ1, Ĵ2 × Ĵ2 = ih̄Ĵ2.Òîãäà
Ĵ × Ĵ =(Ĵ1+Ĵ2)×(Ĵ1+Ĵ2)= Ĵ1×Ĵ1+Ĵ2×Ĵ2+Ĵ1×Ĵ2+Ĵ2×Ĵ1 =

= ih̄Ĵ1 + ih̄Ĵ2 + Ĵ1 × Ĵ2 − Ĵ1 × Ĵ2 = Ĵ × Ĵ .Çäåñü ðàñêðûòû ñêîáêè, ÷òî â îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèÿõ âñåãäàäîïóñòèìî, à ïåðåñòàâèòü ìíîæèòåëè â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèèîïåðàòîðîâ ìîæíî ïîòîìó, ÷òî ýòè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ñóììà ìîìåíòîâ òîæå ÿâëÿ-åòñÿ ìîìåíòîì.2. Äèàãîíàëèçèðóåìûå îïåðàòîðû. Ýòî òå æå îïåðàòîðûêâàäðàòà è îäíîé èç ïðîåêöèé, êàê ó âñÿêîãî ìîìåíòà. Èõ ñ.ç. îáî-çíà÷èì j è µ, à ñ.ç. ñëàãàåìûõ j1, µ1 è j2, µ2. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñ.â.
ψj µ, ψj1 µ1

(1) è ψj2 µ2
(2) (÷èñëà â ñêîáêàõ óêàçûâàþò, ê êàêîìó èçñëàãàåìûõ ìîìåíòîâ îòíîñèòñÿ âåêòîð).Ñ ïðîåêöèåé äåëî îáñòîèò ïðîñòî, òàê êàê îïåðàòîðû ïðîåêöèèäâóõ ìîìåíòîâ ñêëàäûâàþòñÿ:

Ĵ z = Ĵ 1 z + Ĵ 2 z. (14)Ïîýòîìó ñ.â. ñóììû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-íèÿ ñ.â. ñëàãàåìûõ:
ψj µ = ψj1 µ1

(1)ψj2 µ2
(2). (15)Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà (14) ê òàêîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîêàçûâàåò, ÷òîè ñ.ç. ïðîåêöèé ñêëàäûâàþòñÿ:

µ = µ1 + µ2. (16)Êâàäðàò æå ñóììû ìîìåíòîâ ñîäåðæèò íå òîëüêî ñóììó êâàä-ðàòîâ:
Ĵ

2
= Ĵ

2

1 + Ĵ
2

2 + 2Ĵ1Ĵ2. (17)63



Ïîýòîìó ïðîñòàÿ êîìáèíàöèÿ ñ.â. (15), êîòîðàÿ îêàçàëàñü äîñòà-òî÷íîé äëÿ ïðîåêöèè, íå ãîäèòñÿ äëÿ êâàäðàòà ìîìåíòà. Îòëîæèââîïðîñ î åå êîíñòðóêöèè, ñíà÷àëà âûÿñíèì, êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåòïðèíèìàòü ÷èñëî j.3. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ñóììû ìîìåíòîâ.Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî ïðîåêöèÿ ìîìåíòà µ ïðè çàäàííîìçíà÷åíèè j ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ îò −j äî j ñ øàãîì 1.Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé ñëàãàåìûõ ìîìåíòîâ µ1 =
j1 è µ2 = j2. Èì ñîãëàñíî (16) îòâå÷àåò ïðîåêöèÿ ñóììû µ = µ1 +
µ2 = j1 + j2. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòà ïðîåêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþêâàäðàòà ïðè j = j1 + j2. Ýòî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ñ.ç. êâàäðàòàñóììû.Çíà÷åíèå µ = j1+j2−1 ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè:ëèáî µ1 = j1, µ2 = j2 − 1, ëèáî µ1 = j1 − 1, µ2 = j2. Ïðè ýòîìâîçìîæíî äâà âàðèàíòà: j = j1 + j2 èëè j = j1 + j2 − 1.Ïðè µ = µ1 + µ2 − 2 âàðèàíòîâ áîëüøå: ñ.ç. j ìîæåò ïðèíè-ìàòü çíà÷åíèÿ j1 + j2, j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 2. �àññóæäåíèå ìîæíîïðîäîëæèòü äî íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ j = j0, êîòîðîåíàõîäèòñÿ èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.Âñåãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñ.â. ó ñëàãàåìûõ ìîìåíòîâ ñòîëü-êî, ñêîëüêî îíè èìåþò ïðîåêöèé, ò. å. 2j1 + 1 è 2j2 + 1. Ïîýòîìóíåçàâèñèìûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà (15) ñóùåñòâóåò (2j1 + 1)(2j2 + 1).Ñòîëüêî æå äîëæíî áûòü íåçàâèñèìûõ ñ.â. ó êâàäðàòà ñóììû. Ïî-ñêîëüêó ÷èñëî j ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ j1 + j2, ..., j0, òî ïîëíîå ÷èñëîïðîåêöèé

j1+j2∑

j=j0

(2j + 1) = (j1 + j2 + 1)2 − j20 = (2j1 + 1)(2j2 + 1),îòêóäà j20 = (j1 − j2)
2 è j0 = |j1 − j2|, òàê êàê íåèçâåñòíî, êîòîðîåèç ÷èñåë j1 è j2 áîëüøå.Èòàê, ÷èñëî j ìîæåò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

j = j1 + j2, j1 + j2 − 1, ..., |j1 − j2|.4. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñóììû ìîìåíòîâ. Îíè ñòðîÿòñÿèç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïðîèçâåäåíèé âèäà (15) ïðè óñëîâèè (16):
ψj1 j2

j µ =
∑

µ1+µ2=µ

Cj µ
j1 µ1,j2 µ2

ψj1 µ1
(1)ψj2 µ2

(2). (18)Êîý��èöèåíòû â ïðåäñòàâëåíèè (18) íîñÿò íàçâàíèå êîý��è-öèåíòîâ Êëåáøà���îðäàíà. Èõ èçó÷åíèþ è òàáóëèðîâàíèþ ïîñâÿùå-64



íû ìíîãèå ìîíîãðà�èè (ñì., íàïðèìåð, [8℄). Íàéäåì èõ äëÿ ÷àñòíîãîñëó÷àÿ.5. Ñëîæåíèå ñïèíîâ 1/2. Ïóñòü ñêëàäûâàþòñÿ ñïèíû äâóõýëåêòðîíîâ, ò. å. j1 = s1 = 1/2 è j2 = s2 = 1/2. Ñóììà ìîæåò äàòüïîëíûé ñïèí 0 èëè 1.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëíîìó ñïèíó 0 îòâå÷àåò îäèí ñïèíîð
ψ0 0 =

1√
2
[ψ 1

2
1
2
(1)ψ 1

2
− 1

2
(2) − ψ 1

2
− 1

2
(1)ψ 1

2
1
2
(2)].Ïîëíîìó æå ñïèíó 1 ñîîòâåòñòâóåò òðè ïðîåêöèè è òðè ñïèíîðà:

ψ1 1 = ψ 1
2

1
2
(1)ψ 1

2
1
2
(2), ψ1−1 = ψ 1

2
− 1

2
(1)ψ 1

2
− 1

2
(2),

ψ1 0 =
1√
2
[ψ 1

2
1
2
(1)ψ 1

2
− 1

2
(2) + ψ 1

2
− 1

2
(1)ψ 1

2
1
2
(2)].� 6. Ñëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòàñî ñïèíîì 1/21. Íîðìèðîâêà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Íàéäåì ñíà÷àëàíîðìèðîâêó âåêòîðîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ íàñ.â. îïåðàòîðîâ Ĵ±. Ïî ï. 3 èç � 2

Ĵ+ψj µ = cψj µ+1.Êâàäðàò íîðìû ýòîãî âåêòîðà
(Ĵ+ψj µ, Ĵ+ψj µ) = |c|2 = (ψj µ, Ĵ−Ĵ+ψj µ) = h̄2(j − µ)(j + µ+ 1).Ïðè ïîëó÷åíèè ðàâåíñòâà èñïîëüçîâàí ðåçóëüòàò ï. 3 èç � 2. Èç ýòî-ãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî

Ĵ+ψj µ = h̄
√

(j − µ)(j + µ+ 1)ψj µ+1. (19)Àíàëîãè÷íî
Ĵ−ψj µ = h̄

√

(j + µ)(j − µ+ 1)ψj µ−1. (20)2. Îïåðàòîðû ïðîåêöèé. Ñëîæèâ è âû÷òÿ ðàâåíñòâà (19) è(20), ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (4) ïîëó÷èì
Ĵ xψj µ =

h̄

2

[√

(j−µ)(j+µ+1)ψj µ+1+
√

(j+µ)(j−µ+1)ψj µ−1

]

, (21)
Ĵ yψj µ =

h̄

2i

[√

(j−µ)(j+µ+1)ψj µ+1−
√

(j+µ)(j−µ+1)ψj µ−1

]

. (22)65



3. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû êâàäðàòà ñóììû ìîìåíòîâ l è1/2. Ïóñòü ñêëàäûâàþòñÿ äâà ìîìåíòà: îðáèòàëüíûé l è ñïèíîâûé
s = 1/2. Òîãäà èõ ñóììà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ j = l ± 1/2.Çàïèøåì ðàâåíñòâî (18):

ψj µ = C+ψl µ− 1
2
(1)ψ 1

2
1
2

+ C−ψl µ+ 1
2
(1)ψ 1

2
− 1

2
. (23)Çäåñü âñåãî äâà êîý��èöèåíòà Êëåáøà���îðäàíà. Îíè âåùåñòâåí-íû è ïîä÷èíåíû óñëîâèþ íîðìèðîâêè

C2
+ + C2

− = 1.Ïðèìåíèì ê ðàâåíñòâó (23) îïåðàòîð êâàäðàòà ñóììû ìîìåí-òîâ (17), êîòîðûé â íàøåì ñëó÷àå
Ĵ

2
= L̂

2
+ Ŝ

2
+ 2Ĵ zŜz + 2Ĵ xŜx + 2Ĵ yŜy.Ïåðâûå òðè îïåðàòîðà íå èçìåíÿþò ñ.â. (23). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëü-òàòà âîçäåéñòâèÿ íà íåãî äâóõ ïîñëåäíèõ èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà (21)è (22):

j(j+1)ψj µ =

[

l(l+1)+
3

4

]

ψj µ+C+

(

µ− 1

2

)

ψl µ− 1
2
(1)ψ 1

2
1
2
(2)−

− C−

(

µ+
1

2

)

ψl µ− 1
2
(1)ψ 1

2
1
2
(2)+

+ C+

√
(

l − µ+
1

2

)(

l + µ+
1

2

)

ψl µ+ 1
2
(1)ψ 1

2
− 1

2
(2)+

+ C−

√
(

l + µ+
1

2

)(

l− µ+
1

2

)

ψl µ+ 1
2
(1)ψ 1

2
− 1

2
(2).Ïðèìåíåíèå ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ L̂xŜx è L̂yŜy äàåò îäèí è òîòæå ðåçóëüòàò. Âñå êîý��èöèåíòû 2 è 1/2, i è −i ñîêðàùàþòñÿ.4. Êîý��èöèåíòû Êëåáøà���îðäàíà. Ïðèðàâíèâàÿ êîý�-�èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ñ.â., ïîëó÷àåì äâà óðàâ-íåíèÿ

j(j+1)C+ =

[

l(l+1)+
1

4
+µ

]

C++

√
(

l+µ+
1

2

)(

l−µ+
1

2

)

C− ,

j(j+1)C−=

[

l(l+1)+
1

4
−µ
]

C−+

√
(

l+µ+
1

2

)(

l−µ+
1

2

)

C+ .66



Äëÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî, ÷òî-áû åå îïðåäåëèòåëü áûë ðàâåí íóëþ, ò. å.
[

j(j + 1) − l(l + 1) − 1

4

]2

− µ2 −
[(

l +
1

2

)2

− µ2

]

=

=

[

j2 + j − l2 − 2l − 3

4

] [

j2 + j − l2 +
1

4

]

= 0.Èç ðàâåíñòâà íóëþ âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñëåäóåò, ÷òîäîëæíî áûòü
j = −1

2
± |l + 1|, j = −1

2
± |l|.Èç î÷åâèäíîãî óñëîâèÿ j ≥ 0 âûòåêàåò, ÷òî âîçìîæíû òîëüêî ïëþ-ñû, è ìû ïîëó÷àåì óæå èçâåñòíûé ðåçóëüòàò j = l ± 1/2.Ïðè çíà÷åíèè j = l + 1/2 íàõîäèì

C+ =

√

2l+ 2µ+ 1

2(2l+ 1)
, C− =

√

2l− 2µ+ 1

2(2l+ 1)
, (24)à ïðè j = l− 1/2

C+ =

√

2l− 2µ+ 1

2(2l+ 1)
, C− = −

√

2l+ 2µ+ 1

2(2l+ 1)
. (25)5. Ñëîæåíèå äâóõ ñïèíîâ 1/2. Ïðè âûâîäå âûðàæåíèé (24)è (25) ìû íå èñïîëüçîâàëè óñëîâèå, ÷òî îäèí èç ìîìåíòîâ îðáèòàëü-íûé. Ïóñòü îáà ìîìåíòà ñïèíîâûå. Òîãäà ïîëíûé ìîìåíò ìîæåòáûòü j = 0 è 1. Ïîäñòàâèì �îðìàëüíî â ñîîòíîøåíèÿ ïðåäûäóùåãîïóíêòà l = 1/2. Ïðè j = 0 ïîëó÷èòñÿ µ = 0 è C+ = −C− = 1/

√
2.Åñëè j = 1, òî µ ïðèíèìàåò òðè çíà÷åíèÿ: µ = 0, ±1, à êîý��èöè-åíòû C+ =

√

(1 + µ)/2, C− =
√

(1 − µ)/2. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèìê �îðìóëàì, ïðèâåäåííûì â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à.
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�ëàâà V. ×àñòèöà â öåíòðàëüíîì ïîëåÏîëå íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì (èëè ðàäèàëüíûì), åñëè ïîòåí-öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò íå îò âñåõ êîîðäèíàò, à òîëüêî îò (ðà-äèàëüíîãî) ðàññòîÿíèÿ äî íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè â ïðî-ñòðàíñòâå, íàçûâàåìîé öåíòðîì, ò. å. V = V (r). �àäèàëüíîå ïîëåÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïî ñëîæíîñòè ïîñëå íàïðàâëåííîãî âäîëü îä-íîé îñè è íàçûâàåòñÿ òàê æå îäíîìåðíûì. Îáû÷íî, íàïðèìåð âêëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàþò îòäåëüíî.Â ñëó÷àå ðàäèàëüíîãî ïîëÿ åñòåñòâåííî ðàçäåëÿòü ïåðåìåííûåâ ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ÷òî ìû è áóäåì äåëàòü. Âî âñåé ãëà-âå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò âðåìå-íè è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà.Íà÷íåì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ.� 1. Ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà1. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. ×àñòèöà ñâîáîäíà, åñëè âíåø-íåå ïîëå îòñóòñòâóåò, ò. å. V = 0. Êîíå÷íî, ýòî ïîëå ðàäèàëüíî.Ñëó÷àé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû óæå ðàññìàòðèâàëñÿ ðàíåå, íî òî-ãäà ìû ðàçäåëÿëè ïåðåìåííûå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Òåïåðüðàçäåëèì èõ â ñ�åðè÷åñêèõ.Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò ïðîñòîé âèä
− h̄2

2m0
∆ψ(r, θ, φ) = Eψ(r, θ, φ), (1)ãäå m0 � ìàññà ÷àñòèöû. Òàê êàê ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà íó-ëþ, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñîâïàäàåò ñ åå êèíåòè÷åñêîéýíåðãèåé è, ñëåäîâàòåëüíî, íåîòðèöàòåëüíà: E ≥ 0. Ïîëîæèì

E =
h̄2

2m0
k2, (2)ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä óðàâíåíèÿ�åëüìãîëüöà:

−∆ψ(r, θ, φ) = k2ψ(r, θ, φ). (3)Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
∆ = ∆r +

1

r2
∆θφ,68



ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå � ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà � çàäàåòñÿ�îðìóëîé
∆r =

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

,à âòîðîå � óãëîâàÿ ÷àñòü � �îðìóëîé (10) èç ïðåäûäóùåé ãëàâû.�àçäåëèì â óðàâíåíèè ïåðåìåííûå.2. �àäèàëüíîå óðàâíåíèå. Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (3) â âèäå
ψ(r, θ, φ) = R(r)Ylm(θ, φ), (4)ãäå Ylm(θ, φ) � ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñ.�. îïåðàòîðàêâàäðàòà óãëîâîãî ìîìåíòà:

∆θφYlm(θ, φ) = −l(l+ 1)Ylm(θ, φ).Ïîäñòàâèâ (4) â (3), óáåäèìñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ èíà �óíêöèþ Ylm ìîæíî ñîêðàòèòü, òàê ÷òî
−∆rR(r) +

l(l+ 1)

r2
R(r) = k2R(r). (5)Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ðàäèàëüíûì, à R(r) � ðàäèàëüíàÿ �óíê-öèÿ.�àäèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ìîæåò áûòü ðå-øåíî òî÷íî [21,36℄, ò. å. åãî ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåçèçâåñòíûå ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, à èìåííî òàê íàçûâàåìûå ñ�åðè-÷åñêèå �óíêöèè Áåññåëÿ [13℄, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Âðåçóëüòàòå ñàìè ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìèñèíóñîâ, êîñèíóñîâ è öåëûõ îáðàòíûõ ñòåïåíåé r. Îäíàêî ìû íåáóäåì èñêàòü òî÷íûõ ðåøåíèé, à îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì èõ àñèìï-òîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà.3. Àñèìïòîòèêà ðàäèàëüíîé �óíêöèè. Êîãäà r → ∞, âòî-ðîå ñëàãàåìîå ñëåâà â óðàâíåíèè (5) ñòàíîâèòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíå-íèþ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ïðè îïðåäåëåíèè àñèìï-òîòèêè îòáðîñèì ýòî ñëàãàåìîå. Àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååòâèä

−∆rR(r) = k2R(r), (6)69



ãäå òåïåðü ðàäèàëüíûé îïåðàòîð ñîäåðæèò îáûêíîâåííóþ ïðîèç-âîäíóþ
∆r =

1

r2
d

dr

(

r2
d

dr

)

.Óðàâíåíèå (6) äîïóñêàåò ïðîñòîå ðåøåíèå.Ñäåëàåì çàìåíó èñêîìîé �óíêöèè:
R(r) =

χ(r)

r
. (7)Äëÿ íîâîé �óíêöèè ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��è-öèåíòàìè:

d2χ(r)

dr2
+ k2χ(r) = 0.Åãî ðåøåíèå

χ = C1e
ikr + C2e

−ikr .Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòèêà ðàäèàëüíîé �óíêöèè
R(r) ∼ C1

eikr

r
+ C2

e−ikr

r
. (8)4. Àñèìïòîòèêà ïîëíîãî ðåøåíèÿ. Ïîëíîå ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ÷àñòíûõ (4):

ψ(r, θ, φ) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

[C
(1)
lmRl1(r) + C

(2)
lmRl2(r)]Ylm(θ, φ),ãäå Rl1(r) è Rl2(r) � äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ðàäèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ.Êàê âèäíî èç (8), àñèìïòîòèêà ðàäèàëüíîé �óíêöèè íå çàâè-ñèò íè îò âåëè÷èíû l, êîòîðàÿ íå âõîäèò â àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâ-íåíèå (6), íè îò m, êîòîðàÿ íå âõîäèò è â òî÷íîå ðàäèàëüíîå óðàâ-íåíèå (5). Ýòî çíà÷èò, ÷òî àñèìïòîòèêè âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé îäè-íàêîâû è àñèìïòîòèêà ïîëíîãî ðåøåíèÿ òàêàÿ æå. Ýòó àñèìïòîòèêóìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ψ(r, θ, φ) ∼ f(θ, φ)
eikr

r
+ g(θ, φ)

e−ikr

r
, (9)ãäå �óíêöèè f è g îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷è. Ïåðâîå ñëàãàå-ìîå â (9) ïðåäñòàâëÿåò ðàñõîäÿùóþñÿ ñ�åðè÷åñêóþ âîëíó, à âòîðîå� ñõîäÿùóþñÿ. Àñèìïòîòèêà (9) èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõêâàíòîâîé ìåõàíèêè. 70



5. Âåðîÿòíîñòíàÿ òðàêòîâêà. Åñëè ìû íàïèøåì �îðìóëóäëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû÷àñòèöû, òî îáíàðóæèì, ÷òî ýòà ïëîòíîñòü íå èíòåãðèðóåìà ñ êâàä-ðàòîì, ò. å. íå ìîæåò áûòü èñòîëêîâàíà îáû÷íûì îáðàçîì. Èíòå-ãðàë îò |ψ(r, θ, φ)|2 ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, èïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íå ìîæåò áûòü ââåäåíà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâîîòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî ñïåêòð ýíåðãèé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íåïðå-ðûâíûé. Äåéñòâèòåëüíî, íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ E, êðî-ìå ïîëîæèòåëüíîñòè, ó íàñ íå âîçíèêëî, êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîéâîëíû. � 2. Îáùèé ñëó÷àé1. �àäèàëüíîå óðàâíåíèå. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ðà-äèàëüíîãî ïîëÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé
[

− h̄2

2m0
∆ + V (r)

]

ψ(r, θ, φ) = Eψ(r, θ, φ) (10)äîïóñêàåò òàêîå æå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ÷òî è â ñëó÷àå ñâîáîä-íîé ÷àñòèöû. Èùåì ðåøåíèå â âèäå (4). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè åãî âóðàâíåíèå (10) ïîëó÷àåòñÿ ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå
− h̄2

2m0

[

∆r −
l(l+ 1)

r2

]

R(r) + V (r)R(r) = ER(r). (11)Èç óðàâíåíèÿ (11) ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå çà-âèñèò îò êâàíòîâîãî ÷èñëà m, íî ìîæåò çàâèñåòü îò ÷èñëà l.Âîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî òðèîïåðàòîðà: îïåðàòîð ýíåðãèè (ãàìèëüòîíèàí), îïåðàòîð êâàäðàòàìîìåíòà −h̄2∆θφ è îïåðàòîð ïðîåêöèè ìîìåíòà −ih̄ ∂

∂φ
� êîììóòè-ðóþò ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó ýíåðãèÿ E, êâàäðàò óãëîâîãî ìîìåíòà

l(l + 1)h̄2 è ïðîåêöèÿ ìîìåíòà mh̄ ìîãóò áûòü èçìåðåíû îäíîâðå-ìåííî, à âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü îõàðàê-òåðèçîâàíà òðåìÿ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè E, l è m.2. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V (r) → 0, êî-ãäà r → ∞. Íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà áîëü-øèõ ðàññòîÿíèÿõ r. 71



Ïðè r → ∞ ìîæíî, êàê è âûøå â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû,ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì, ñîäåðæàùèì l. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþìîæíî îòáðîñèòü è ñëàãàåìîå ñ V (r), õîòÿ ïðè ñòðîãîì ðàññìîòðå-íèè ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òîëüêî åñëè V (r) óáûâàåò äîñòàòî÷íî áûñò-ðî, òî÷íåå, áûñòðåå, ÷åì 1/r. Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿðàäèàëüíîé �óíêöèè ïî âèäó ñîâïàäåò ñ (6).Îäíàêî ìåæäó ýòèìè óðàâíåíèÿìè èìååòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ðàç-íèöà. Äåëî â òîì, ÷òî òåïåðü E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ. Ïðè îòðèöàòåëü-íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îíà ñàìà ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé.Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ.1) E ≥ 0. Ïðè ïîëîæèòåëüíîé ïîëíîé ýíåðãèè àñèìïòîòè÷åñêèåóðàâíåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ V (r) → 0 è äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöûñîâïàäàþò ïîëíîñòüþ, ò. å. èìåþò âèä (5). Ìû ìîæåì ñäåëàòü òó æåçàìåíó (7) è îáíàðóæèòü, ÷òî ýíåðãèÿ E ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé,à âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò àñèìïòîòèêó âèäà (9).2) E < 0. Çäåñü âìåñòî (2) ïîëîæèì
E = − h̄2

2m0
¬2.Òîãäà ïîñëå çàìåíû èñêîìîé �óíêöèè (7) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d2χ(r)

dr2
− ¬2χ(r) = 0.�åøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ � ýêñïîíåíòû e±¬r. �àñòóùàÿ ýêñïîíåí-òà íå ìîæåò áûòü ñîáñòâåííîé �óíêöèåé, è åå ñëåäóåò îòáðîñèòü.Ôóíêöèÿ æå ñ àñèìïòîòèêîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé e−¬r/r, èíòåãðè-ðóåìà ñ êâàäðàòîì. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýëå-ìåíòîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, à ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè

E (ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ ¬) ÿâëÿåòñÿ èçîëè-ðîâàííûì, ò. å. äèñêðåòíûì.Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðå-øåíèé â îáùåì ñëó÷àå ðàäèàëüíîãî ïîëÿ ïîçâîëèëî ñäåëàòü âàæ-íûé âûâîä î òîì, ÷òî ñïåêòð íåîòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé âñåãäà íåïðå-ðûâåí, à ñïåêòð îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé � äèñêðåòåí. Îäíàêî äèñ-êðåòíûé ñïåêòð ìîæåò îòñóòñòâîâàòü.3. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Îáñóäèì âîïðîñ î ðàñïðå-äåëåíèè âåðîÿòíîñòåé íàéòè ÷àñòèöó ñ îïðåäåëåííûìè ñ�åðè÷åñêè-ìè êîîðäèíàòàìè. 72



Ñîãëàñíî èíòåðïðåòàöèè âîëíîâîé �óíêöèè |ψ(r, θ, φ)|2d3r åñòüâåðîÿòíîñòü, ÷òî ÷àñòèöà áóäåò îáíàðóæåíà âáëèçè ðàññòîÿíèÿ r îòöåíòðà â íàïðàâëåíèè ñî ñ�åðè÷åñêèìè óãëàìè îêîëî θ è φ â ýëå-ìåíòå îáúåìà d3r = r2dr sin θdθdφ. Ïðè ïðåäñòàâëåíèè (4) ýòà âåðî-ÿòíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòäåëüíûõ ñîìíîæèòåëåé:
|R(r)|2r2dr|Ylm(θ, φ)|2 sin θdθdφ. (12)Êâàäðàò ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèè íå çàâèñèò îò àçèìóòà φ, òàê êàê ñà-ìà ýòà �óíêöèÿ çàâèñèò îò φ òîëüêî ÷åðåç ìíîæèòåëü eimφ, ìîäóëüêîòîðîãî ðàâåí 1. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèïî àçèìóòó ðàâíîìåðíîå.Èç âûðàæåíèÿ (12) âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîðàññòîÿíèþ r, ïî çåíèòíîìó óãëó θ è ïî àçèìóòó φ ñòàòèñòè÷åñêèíåçàâèñèìû. Âûðàæåíèå (12) îïðåäåëÿåò òàêæå ðàñïðåäåëåíèå ìàñ-ñû èëè çàðÿäà â ñèñòåìå, íàïðèìåð â ýëåêòðîííîì îáëàêå àòîìà.4. ×àñòíûå ñëó÷àè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî óãëàì. �àäèàëüíàÿ�óíêöèÿ äîëæíà áûòü íàéäåíà ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ðàäèàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó î ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé ïî ðàññòîÿ-íèþ â îáùåì ñëó÷àå ãîâîðèòü òðóäíî. �àñïðåäåëåíèå æå ïî óãëàìíîñèò îáùèé õàðàêòåð. Ïðîèëëþñòðèðóåì åãî íà ïðèìåðå ïåðâûõ(íàèìåíüøèõ) ÷èñåë l è m. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â òå-ëåñíîì óãëå d2ω = sin θdθdφ ðàâíà |Ylm(θ, φ)|2d2ω. Òàê êàê êâàäðàò�óíêöèè Y íå çàâèñèò îò àçèìóòà, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè èìååò öè-ëèíäðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ. Åå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàäàòü â ïðî-ñòðàíñòâå óðàâíåíèåì r = |Ylm(θ, φ)|2, à â ñå÷åíèè � óðàâíåíèåì

r = |Ylm(θ, 0)|2.1) l = 0. Òîãäà âîçìîæíî òîëüêî çíà÷åíèå m = 0. Ñ�åðè÷åñêàÿ�óíêöèÿ Y00 = 1/
√

4π, ò. å. ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèïî óãëàì â ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r = 1/(4π). Îíî ñ�å-ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî, òàê ÷òî óêàçàííîå óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâåèçîáðàæàåò ñ�åðó, à â ñå÷åíèè � îêðóæíîñòü.2) l = 1, m = 0. Çäåñü Y10(θ, φ) =

√

3

4π
cos θ. Ïëîòíîñòü âåðî-ÿòíîñòè 3

4π
cos2 θ èçîáðàæàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòüþ, íà-ïîìèíàþùåé òîð (áóáëèê), à â ñå÷åíèè � ãîðèçîíòàëüíóþ ïåòëþ.3) l = 1, m = ±1. Ôóíêöèÿ Y1±1(θ, φ) =

√

3

8π
sin θe±φ. Èçîáðà-73



æåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè r =
3

8π
sin2 θ â ïðîñòðàíñòâå íàïî-ìèíàåò ãàíòåëü, à â ñå÷åíèè � âåðòèêàëüíóþ ïåòëþ.Íà ðèñ. 3 âîñïðîèçâåäåíû ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî÷íåå, ñå÷åíèÿñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàìì.
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l = 1, m = ±1�èñ. 3. Äèàãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïî íàïðàâëåíèÿì.Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ l ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîä÷àñèìåþò äîâîëüíî ïðè÷óäëèâóþ �îðìó (ñì., íàïðèìåð, [24℄ èëè [12℄).Ïåðåä òåì, êàê ðàññìîòðåòü âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé êóëîíîâ-ñêîãî ïîëÿ, ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó åäèíèö.� 3. Àòîìíàÿ ñèñòåìà åäèíèöÎñíîâíûìè åäèíèöàìè àòîìíîé ñèñòåìû ïðèíèìàþòñÿ çàðÿä eè ìàññà me ýëåêòðîíà, à òàêæå ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà h̄. Îñòàëüíûååäèíèöû ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè îò íèõ.Â òàáë. 1 ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõâåëè÷èí â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíèö ïðîèçâîäíûõ âåëè÷èí óäîáíî èñïîëüçî-âàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íàçûâàåìîå ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóê-òóðû îòíîøåíèå α = e2/(h̄c), ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà, áåçðàçìåðíî èðàâíî ïðèìåðíî 1/137.036. Ýòà âåëè÷èíà âîçíèêàåò âî ìíîãèõ òåî-ðèÿõ è çàäà÷àõ. 74



Íàïðèìåð, åäèíèöó äëèíû â àòîìíîé ñèñòåìå ìîæíî ïîëó÷èòüòàê. �àçìåðíîñòü äëèíû èìååò çíàêîìûé èç êóðñà ýëåêòðîäèíàìè-êè êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà re = e2/(mec
2). Â åãî âûðàæåíèåâõîäèò ñêîðîñòü ñâåòà, êîòîðàÿ íå äîëæíà ïîÿâëÿòüñÿ â íåðåëÿ-òèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ëåãêî èñêëþ÷èòü ñêîðîñòü ñâåòà,ðàçäåëèâ re íà α2. Òîãäà ïîëó÷èì âåëè÷èíó ñ ðàçìåðíîñòüþ äëèíû,ñîäåðæàùóþ òîëüêî îñíîâíûå àòîìíûå åäèíèöû è, ñëåäîâàòåëüíî,â àòîìíîé ñèñòåìå ðàâíóþ åäèíèöå. Îíà íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ïåð-âîé áîðîâñêîé îðáèòû è îáîçíà÷àåòñÿ a0. Òàáëèöà 1Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèöÂåëè÷èíà Îáîçíà÷åíèå Âûðàæåíèå Çíà÷åíèå â CGSEÇàðÿä e e 4.8 · 10−10 ã 1/2·ñì3/2/ñÌàññà me me 9.1 · 10−28 ãÌîìåíò h̄ h̄ 1.05 · 10−27 ýðã · ñÄëèíà a0 h̄2/(mee

2) 0.529 · 10−8 ñìÑêîðîñòü αc e2/h̄ 2.19 · 108 ñì/ñÈìïóëüñ p0 mee
2/h̄ 2.0 · 10−19 ã · ñì/ñÝíåðãèÿ p2

0/me mee
4/h̄2 4.36 · 10−11 ýðãÂðåìÿ a0me/p0 h̄3/(mee

4) 2.42 · 10−17 ñ×àñòîòà αc/a0 mee
4/h̄3 4.13 · 1016 �öÑèëà p2

0/(a0me) m2
ee

6/h̄4 2.47 ã · ñì/ñ2Ïîòåíöèàë e/a0 mee
3/h̄2 0.0908 ã1/2·ñì1/2/ñÍàïðÿæåí- e/a2

0 m2
ee

5/h̄4 5.14 · 109 Â/ñìíîñòüÒî÷íî òàê æå ìîæíî ïîëó÷èòü åäèíèöó ýíåðãèè. Âçÿâ ýíåðãèþïîêîÿ ýëåêòðîíà mec
2 è óìíîæèâ åå íà α2, ïîëó÷èì åäèíèöó ýíåð-ãèè â àòîìíîé ñèñòåìå. Îñòàëüíûå åäèíèöû ïîëó÷àþòñÿ èç ýòèõàíàëîãè÷íûì îáðàçîì.Îòìåòèì òðè èçâåñòíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü äëè-íû. Ýòî êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà, êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîë-íû è ðàäèóñ ïåðâîé áîðîâñêîé îðáèòû: re = e2/(mec

2)=2.8·10−13 ñì,
λ
_C = re/α= h̄/(mec)= 0.00386 · 10−8 ñì, a0 = λ

_C/α = h̄2/(mee
2) =

0.529 · 10−8 ñì. Ïåðâàÿ âåëè÷èíà � íåêâàíòîâàÿ, âòîðàÿ � íåýëåê-òðè÷åñêàÿ, òðåòüÿ � íåðåëÿòèâèñòñêàÿ. Îáû÷íî èñïîëüçóåìàÿ êîìï-òîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåäåííîé íà ìíîæèòåëü
2π: λC = 2πλ

_C = 0.0242�A. 75



� 4. Ýëåêòðîí â êóëîíîâñêîì ïîëå1. �àäèàëüíîå óðàâíåíèå. Ïóñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò íàõî-äèòñÿ íåïîäâèæíûé ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä âåëè÷èíîé Ze. Ïîòåí-öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ïîëå òàêîãî çàðÿäà
V (r) = −Ze

2

r
. (13)Çíàê ìèíóñ îçíà÷àåò êóëîíîâñêîå ïðèòÿæåíèå çàðÿäîâ ïðîòèâîïî-ëîæíûõ çíàêîâ.Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ òàêîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âîáùåå óðàâíåíèå (10) ïîäñòàâèòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ (13). Îò-âëåêàÿñü îò íåêîòîðûõ äåòàëåé, î êîòîðûõ ìû ñêàæåì â ãëàâå 9,ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû � 2 ïðèìåíèìû ê ðàññìàò-ðèâàåìîìó ñëó÷àþ. Â ÷àñòíîñòè ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿèç (11) è èìååò âèä

− h̄2

2me

[

∆r −
l(l + 1)

r2

]

R(r) − Ze2

r
R(r) = ER(r). (14)Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåì èñêàòü äèñêðåòíûé ñïåêòð óðàâíåíèÿ (14),ò. å. äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè (E < 0) è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè. Çàäà÷ó ðåøèì òî÷íî.Ñíà÷àëà ìàêñèìàëüíî óïðîñòèì óðàâíåíèå (14). Óïðîùåíèå íà÷-íåì ñ òîãî, ÷òî ïåðåéäåì ê àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö, â êîòîðîé

e = me = h̄ = 1. Òîãäà ýòî óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â áåçðàçìåðíîìâèäå:
−1

2

[

∆r −
l(l+ 1)

r2

]

R(r) − Z

r
R(r) = ER(r).Çäåñü ðàññòîÿíèå r èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ a0, à ýíåðãèÿ � â åäè-íèöàõ mee

4/h̄2. Äîïîëíèòåëüíîå óïðîùåíèå äîñòèãàåòñÿ çàìåíîéýíåðãèè ïî �îðìóëå
E = − Z2

2n2
, n =

Z√
−2E

, (15)è ââåäåíèåì íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, ëèíåéíî ñâÿçàííîé ñðàäèàëüíûì ðàññòîÿíèåì:
ρ =

2Z

n
r, r =

n

2Z
ρ.76



Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû è èñïîëüçîâàíèÿ âìåñòî èñêîìîé ýíåð-ãèè E ïåðåìåííîé n ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå Z:
1

ρ2

d

d
ρ

(

ρ2 dR

dρ

)

− l(l + 1)

ρ2
+
n

ρ
R− 1

4
R = 0. (16)2. Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ âáëèçè öåíòðà. Äëÿ åãî èññëåäî-âàíèÿ ïðèìåíèì îáû÷íûé ìåòîä òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé, à èìåííî ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä. Ïîñêîëüêóêîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò òîëüêî ëèíåéíûå �óíêöèè ρ, àâçÿòèå ïðîèçâîäíûõ íå èçìåíÿåò âèäà ñòåïåííîé �óíêöèè, ïðèìå-íåíèå óêàçàííîãî ìåòîäà âîçìîæíî.Îãðàíè÷èìñÿ îïðåäåëåíèåì òîëüêî ìëàäøåé (íàèìåíüøåé) ñòå-ïåíè â ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ â ðÿä, ò. å. èùåì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿâ âèäå

R ∼ ρs. (17)Ïðè ïîäñòàíîâêå (17) â óðàâíåíèå (16) äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü âî âíè-ìàíèå òîëüêî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ, òàê êàê îñòàëüíûå ïðèâîäÿò êáîëåå âûñîêèì ñòåïåíÿì ρ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿîïðåäåëåíèÿ s:
s(s+ 1) = l(l+ 1).Îäíî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ s = l ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, âòîðîå

s = −l − 1 òàêæå íåòðóäíî íàéòè. Ïðè l > 0 âòîðîå ðåøåíèå íàñíå ìîæåò óñòðîèòü, òàê êàê ïðè ýòîì �óíêöèÿ R ∼ ρ−l−1 íå èíòå-ãðèðóåìà ñ êâàäðàòîì, ò. å. íîðìèðîâî÷íûé èíòåãðàë ∞∫

0

|R(r)|2r2drðàñõîäèòñÿ â íóëå. Ñëó÷àé l = 0 íå ñòîëü òðèâèàëåí. Áîëåå òùà-òåëüíîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî �óíêöèÿ R òîãäà ñîäåðæèòëîãàðè�ì è ïîýòîìó íåîäíîçíà÷íà.Ââèäó òàêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ìíîæèòåëü ρl âûäåëÿþò. Îä-íîâðåìåííî äëÿ óäîáñòâà âûäåëÿþò åùå ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæè-òåëü, ò. å. äåëàþò çàìåíó èñêîìîé �óíêöèè:
R = ρle−ρ/2w. (18)Äëÿ íîâîé �óíêöèè w ïîñëå äîâîëüíî äëèííîé âûêëàäêè ïîëó÷àåìóðàâíåíèå

ρw′′ + (2l + 2 − ρ)w′ + (n− l − 1)w = 0, (19)77



ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ρ. Èñêîìàÿ �óíêöèÿ w ïðè
ρ = 0 äîëæíà áûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì (íå íóëåì è íå áåñêîíå÷íî-ñòüþ).Óðàâíåíèå (19) èìååò ñòàíäàðòíûé äëÿ òåîðèè ñïåöèàëüíûõ�óíêöèé âèä. Îíî îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìûå âûðîæäåííûå ãè-ïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè è ñàìî íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì ãè-ïåðãåîìåòðè÷åñêèì. �àññìîòðèì åãî ïîäðîáíåå.3. Âûðîæäåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè. Â òðà-äèöèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå äëÿ ýòèõ �óíêöèé (Â�Ô) çà-ïèñûâàåòñÿ òàê [13℄:

z
d2w

dz2
+ (c− z)

dw

dz
− aw = 0. (20)Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò �îðìàëüíîå ðåøåíèå â âèäå âûðîæäåí-íîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà (Â��):

F (a, c, z) = 1 +
a

c
z +

a(a+ 1)

c(c+ 1)

z2

2
+
a(a+ 1)(a+ 2)

c(c+ 1)(c+ 2)

z3

3!
+ ... (21)�àäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà èç-çà íàëè÷èÿ â çíàìåíàòåëå �àê-òîðèàëà ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé êîíå÷íîéêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè àðãóìåíòà z. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ÿâëÿåòñÿíå òîëüêî �îðìàëüíûì, íî è íàñòîÿùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.�ÿä îáðûâàåòñÿ è îáðàùàåòñÿ â ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, êîãäà

a � öåëîå íåïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, a = −n, n = 0, 1, 2, ... Òîãäàåãî îñîáåííîñòü êàê �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî � ïîëþñïîðÿäêà n (ïðè n = 0 ýòî ïîñòîÿííàÿ). Â îáùåì ñëó÷àå Â�� èìå-åò îñîáåííîñòü â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå, è ýòà îñîáåííîñòü� ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà. Ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì ðÿäà ÿâëÿåòñÿýêñïîíåíòà F (a, a, z) = ez.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (20) ñëóæèòêîìáèíàöèÿ äâóõ Â��:
w = C1F (a, c, z) + C2z

1−cF (a− c+ 1, 2 − c, z). (22)Îñîáûì äëÿ Â�Ô ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð c � öåëîåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òàê êàê òîãäà çíàìåíàòåëè êîý��èöèåíòîâðÿäà (21) îáðàùàþòñÿ â íóëü. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå îäíîãî ðå-øåíèÿ ìîæíî âçÿòü âòîðîå ðåøåíèå â (22). Îäíàêî äðóãîå ëèíåéíî78



íåçàâèñèìîå ðåøåíèå ñîäåðæèò ëîãàðè�ì z è íå âûðàæàåòñÿ ÷å-ðåç Â��. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â ðóêîâîäñòâàõ ïîñïåöèàëüíûì �óíêöèÿì.Âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ äîïóñêàåò èíòå-ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
F (a, c, z) =

Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

1∫

0

ta−1(1 − t)c−a−1eztdt. (23)Ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ýêñïîíåíòû, ñòîÿùåé ïîä èí-òåãðàëîì, â ðÿä è ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Ïðè ýòîì âîçíèêà-þò èíòåãðàëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé áåòà-�óíêöèþ (ýéëåðîâ èí-òåãðàë ïåðâîãî ðîäà), êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàììà-�óíêöèþ.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
F (a, c, z) =

Γ(c)

Γ(a)

∞∑

m=0

Γ(a+m)

Γ(c+m)

zm

m!
,÷òî ñîâïàäàåò ñ (21).Ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó Â�Ô ïðè z → +∞. Çàìåíèì â (23) ïå-ðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ t = 1 − u:

F (a, c, z)=
Γ(c)ez

Γ(a)Γ(c− a)

1∫

0

(1−u)a−1uc−a−1e−zudu=ezF (c−a, c,−z).Ïîñëå ýòîãî ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó u = v/z:
F (a, c, z) =

Γ(c)ez

Γ(a)Γ(c− a)

z∫

0

(

1 − v

z

)a−1 (v

z

)c−a−1

e−v dv

z
. (24)Äî ñèõ ïîð íèêàêèõ ïðèáëèæåíèé íå äåëàëîñü. Òåïåðü, ñ÷èòàÿ,÷òî z ≫ 1, îòáðîñèì âòîðîå ñëàãàåìîå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïîä èíòå-ãðàëîì â (24). Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè ýòîì ìû äåëàåì îøèáêó, òàê êàêïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ v ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ v ≤ z. Îäíàêîïðè áîëüøèõ v ýêñïîíåíòà ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ìàëîé è äàåò ýêñïî-íåíöèàëüíî ìàëûé âêëàä â èíòåãðàë. Ïî ýòèì æå ñîîáðàæåíèÿì79



âåðõíèé ïðåäåë z â (24) çàìåíèì íà ∞. Ïîñëå òàêèõ ïðåîáðàçîâà-íèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì
F (a, c, z) ∼ Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

ez

zc−a

∞∫

0

vc−a−1e−vdv =
Γ(c)

Γ(a)

ez

zc−a
. (25)Àñèìïòîòèêà (25) íåâåðíà, êîãäà c è/èëè a � öåëûå íåïîëîæè-òåëüíûå ÷èñëà. Íåïîëîæèòåëüíûå c çäåñü íå ïîÿâëÿþòñÿ. ×òî êà-ñàåòñÿ ïàðàìåòðà a, òî ïðè a = −n, n = 0, 1, 2, ..., ãàììà-�óíêöèÿâ çíàìåíàòåëå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü è àñèìïòîòèêà àííóëè-ðóåòñÿ. Íî â ýòîì ñëó÷àå ðÿä îáðûâàåòñÿ, à àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-äåíèå ìíîãî÷ëåíà � ñòåïåííîå.Òåïåðü âåðíåìñÿ ê íàøåé çàäà÷å.4. Ñïåêòð ýíåðãèè. Â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ w, âõîäÿùàÿ âðåøåíèå (18) óðàâíåíèÿ (16), äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà �óíê-öèè F (−n+ l+1, 2l+2, ρ). Âòîðîå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå ìíîæèòåëü

ρl+1−2l−2 = ρ−l−1, êàê áûëî ïîêàçàíî â ï. 2, íàñ íå óñòðàèâàåòââèäó åãî íåïðàâèëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïðè ρ → 0. Ïîñìîòðèì, êàêïðàâèëüíîå ðåøåíèå âåäåò ñåáÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòèêîé (25). Ïðè ρ→ ∞

R ∼ ρle−ρ/2 Γ(2l + 2)

Γ(−n+ l + 1)

eρ

ρn+1+l
.Òàêîå ïîâåäåíèå íåâîçìîæíî äëÿ ñ.�. äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Åäèí-ñòâåííûé âûõîä èç ýòîãî çàòðóäíåíèÿ � ïðèíÿòü, ÷òî ïåðâûé àð-ãóìåíò Â�Ô � öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî èëè 0, ò. å. −n+ l + 1 =

−k, k = 0, 1, 2, ... Òîãäà n = l+1+k ≥ l+1 � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðåòíûé ñïåêòð ýíåðãèè â êóëîíîâñêîìïîëå
En = − Z2

2n2
, (26)ãäå n = 1, 2, 3, ... Ôîðìóëà (26) ïî âèäó ñîâïàäàåò ñ (15), îäíàêîïî ñóùåñòâó (26) ãîðàçäî ñèëüíåå, òàê êàê â (15) çíà÷åíèå n íåêîíêðåòèçèðîâàëîñü.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè çàäàííîì

n, ò. å. ïðè �èêñèðîâàííîé ýíåðãèè, ÷èñëî l ìîæåò ïðèíèìàòü çíà-÷åíèÿ l = 0, 1, ..., n− 1. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ýíåðãèè ýëåêòðîíà â80



êóëîíîâñêîì ïîëå ñîãëàñíî íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè îïðåäåëÿåòñÿñâîéñòâàìè Â�Ô.Â ðàçìåðíîé �îðìå óðîâíè ýíåðãèè
En = − Z2

2n2

mee
4

h̄2 .5. �àäèàëüíûå è ïîëíûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè. Ñîáåðåìâìåñòå âñå ìíîæèòåëè �óíêöèé R, ñ÷èòàÿ èõ àðãóìåíòîì ðàññòîÿ-íèå r. Îäíîâðåìåííî ââåäåì êîíñòàíòû, íîðìèðóþùèå ýòè �óíêöèèóñëîâèåì ∞∫

0

R2(r)r2dr = 1.Îïóñòèâ âû÷èñëåíèÿ, çàïèøåì ðåçóëüòàò:
Rnl(r) = cnl

(
2Z

n
r

)l

exp

(

−Z
n
r

)

F

(

−n+ l + 1, 2l+ 2,
2Z

n
r

)

,

cnl =
2Z3/2

n2(2l + 2)!

√

(n+ l)!

(n− l − 1)!
.Ïåðâûå �óíêöèè (ïðè n = 1 è 2), çàïèñàííûå â áåçðàçìåðíîé�îðìå, èìåþò âèä

R10(r)=2Z3/2e−Zr, R20(r)=
Z3/2

√
2
e−Zr/2

(

1−Zr

2

)

, R21(r)=
Z5/2

2
√

6
re−Zr/2.Ïîëíûå ñ.�. ñîãëàñíî �îðìóëå (4) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðîèçâåäå-íèåì

ψnlm(r, θ, φ) = Rnl(r)Ylm(θ, φ).Ïðèâåäåì èõ äëÿ ïåðâûõ äâóõ óðîâíåé ýíåðãèè, íå óêàçûâàÿ äëÿêðàòêîñòè àðãóìåíòû (r, θ, φ):
ψ100 =

Z3/2

√
π
e−Zr, ψ200 =

Z3/2

2
√

2π
e−Zr/2

(

1 − Zr

2

)

,

ψ210 =
Z5/2

4
√

2π
e−Zr/2r cos θ, ψ21±1 =

Z5/2

8
√
π
e−Zr/2r sin θe±iφ.×èñëî n, îïðåäåëÿþùåå óðîâåíü ýíåðãèè, íàçûâàåòñÿ ãëàâíûìêâàíòîâûì ÷èñëîì, l (íàïîìíèì, ÷òî l(l+1)h̄2 � êâàäðàò óãëîâîãîìîìåíòà) � àçèìóòàëüíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì (ïî èñòîðè÷åñêèì81



ïðè÷èíàì), íàêîíåö, ÷èñëî m, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò ïðîåêöèþ óã-ëîâîãî ìîìåíòàmh̄ è îò êîòîðîãî çàâèñèò ïîëíàÿ ñ.�., íî íå çàâèñèòðàäèàëüíàÿ, íàçûâàþò ìàãíèòíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì (ïîñêîëüêóâ ìàãíèòíîì ïîëå óðîâíè ðàñùåïëÿþòñÿ ïî ýòîìó ÷èñëó).à á
Rnl(r) r2R2

nl(r)

1 3 42 50 0 2 4 6 8

2.0

1.5

1.0

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

0.5

0.0

−0.5

21

20

10

21 20

10

nl
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r r�èñ. 4. �àäèàëüíûå �óíêöèè Rnl(r) (à) è ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-ñòåé ïî ðàññòîÿíèþ r2R2
nl(r) (á) ïðè n = 0, 1, Z = 1.Ïðåäñòàâëåíèå îá ïîâåäåíèè ðàäèàëüíûõ ñ.�., à òàêæå î ðàñ-ïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äàåò ðèñ. 4.Ñèñòåìà ñ.�. äèñêðåòíîãî ñïåêòðà íå ïîëíàÿ, òàê êàê èìååò-ñÿ è íåïðåðûâíûé ñïåêòð ýíåðãèè. Åãî ñ.�. ìû íå íàõîäèì, îíèâûðàæàþòñÿ ÷åðåç Â�Ô ìíèìîãî àðãóìåíòà.� 5. Àòîì âîäîðîäà è âîäîðîäîïîäîáíûå èîíû1. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ.�àìèëüòîíèàí âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà ìàññîéM ñ çàðÿäîì ÿäðà Zè îäíèì ýëåêòðîíîì çàïèñûâàåòñÿ êàê ñóììà êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèéäâóõ ÷àñòèö è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èõ âçàèìîäåéñòâèÿ:

Ĥ = − h̄2

2M
∆r1

− h̄2

2me
∆r2

− Ze2

r
,ãäå r1 è r2 � ðàäèóñ-âåêòîðû, ñîïîñòàâëÿåìûå èîíó è ýëåêòðîíó(ïî èõ ñîñòàâëÿþùèì áåðóòñÿ ïðîèçâîäíûå â îïåðàòîðàõ Ëàïëàñà),à r = |r2 − r1| � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè.82



Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó îïåðàòîðîâ ïîðàçíûì êîîðäèíàòàì, â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà
Ĥψ(r1, r2) = Eïîëíψ(r1, r2) (27)ìîæíî ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå. Âìåñòî âåêòîðîâ r1 è r2 ââåäåì èõëèíåéíûå êîìáèíàöèè:

R =
Mr1 +mer2

M +me
, r = r2 − r1.Ïåðâàÿ èç ýòèõ êîìáèíàöèé � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ, à âòîðàÿ� ðàäèóñ-âåêòîð îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà îêîëî èîíà.Ïðè ëèíåéíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ ïðîèçâîäíûå ëåãêî ïåðåñ÷è-òûâàþòñÿ, è îïåðàòîð ïðåâðàùàåòñÿ â

Ĥ = − h̄2

2(M +me)
∆R − h̄2

2m′∆r −
Ze2

r
.Òåïåðü èùåì ðåøåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

ψ(r1, r2) = Ψ(R)ψ(r).Ïîäñòàâèâ �óíêöèþ ψ(r1, r2) â òàêîì âèäå â (27) è ðàçäåëèâ íà íåå,ïîëó÷èì
− h̄2

2(M +me)

∆RΨ(R)

Ψ(R)
− h̄2

2m′
∆rψ(r)

ψ(r)
− Ze2

r
= Eïîëí. (28)Çäåñü ïðèâåäåííàÿ ìàññà

m′ =
Mme

M +me
=

me

1 +me/M
.Òàê êàê ìàññà ïðîòîíà â 1843 ðàçà áîëüøå ìàññû ýëåêòðîíà, à ìàññûäðóãèõ èîíîâ åùå áîëüøå, òî ïðèâåäåííàÿ ìàññà ìàëî îòëè÷àåòñÿîò ìàññû ýëåêòðîíà. �àçëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ â òðåòüåì çíàêå. Èìåÿýòî â âèäó, ìû íå áóäåì ìåíÿòü îáîçíà÷åíèå, ò. å. è ïðèâåäåííóþìàññó îáîçíà÷àåì me.Êàê âèäíî èç (28), ïåðåìåííûå R è r ðàçäåëèëèñü, òàê ÷òîìîæíî ïîëîæèòü

− h̄2

2(M +me)
∆RΨ(R) = Eö.ìΨ(R), (29)83



− h̄2

2m′∆rψ(r) − Ze2

r
ψ(r) = Eψ(r), (30)ïðè÷åì Eïîëí = Eö.ì+E. Óðàâíåíèå (29) îïèñûâàåò ñâîáîäíîå äâè-æåíèå öåíòðà ìàññ, à óðàâíåíèå (30) � äâèæåíèå ýëåêòðîíà îò-íîñèòåëüíî èîíà. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè öåíòðà ìàññ è ýíåðãèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Òàêîéæå âûâîä äåëàåòñÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.�åøåíèÿ îáîèõ óðàâíåíèé ìû óæå çíàåì. Äâèæåíèå öåíòðàìàññ îïèñûâàåòñÿ ïëîñêîé èëè ñ�åðè÷åñêîé âîëíîé, à îòíîñèòåëü-íîå � âîëíîâûìè �óíêöèÿìè, íàéäåííûìè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà-�å. 2. Ñïåêòð âîäîðîäîïîäîáíûõ èîíîâ. Äèñêðåòíûå óðîâíèýíåðãèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ãëàâíûì êâàíòî-âûì ÷èñëîì

En = −mee
4

h̄2

Z2

2n2
.

∞ E∞ = 0

4 E4 = −1/32
3 E3 = −1/18

2 E2 = −1/8

n En = −1/(2n2)

1 E1 = −1/2�èñ. 5. Ñõåìà óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà.Â ñëó÷àå àòîìà âîäîðîäà Z = 1. Ýíåðãèÿ ïåðâîãî óðîâíÿ àòîìà84



âîäîðîäàE1 = −mee
4/(2h̄2) ðàâíà ïîëîâèíå àòîìíîé åäèíèöû ýíåð-ãèè. Ýíåðãèÿ èîíèçàöèè èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ χ1 = −E1 îáû÷íîïðèâîäèòñÿ â ýëåêòðîí-âîëüòàõ: χ1 = 13.6 ýÂ. Åé ñîîòâåòñòâóþò÷àñòîòà ν1 = 3.29 · 1015 �ö è äëèíà âîëíû λ1 = 911.7 �A.Åñëè ïåðâûé óðîâåíü ëåæèò íèæå íóëåâîé ýíåðãèè íà ïîëîâè-íó àòîìíîé åäèíèöû, òî âòîðîé � íà 1/8 è, ñëåäîâàòåëüíî, îí âòðè ðàçà áëèæå ê áåñêîíå÷íîìó, ëåæàùåìó íà ãðàíèöå äèñêðåòíî-ãî ñïåêòðà è êîíòèíóóìà, ÷åì ê ïåðâîìó óðîâíþ. Ýòà îñîáåííîñòüñõåìû óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà îòðàæàåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèÿõ�èçèêè è àñòðî�èçèêè. Âñå îñòàëüíûå óðîâíè ðàñïîëîæåíû åùåáëèæå ê êîíòèíóóìó, ÷òî äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 5.×àñòîòû ïåðåõîäîâ îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíîñòÿìè ýíåðãèé âåðõíåãîè íèæíåãî óðîâíåé:

νik =
Ei − Ek

h
= Z2mee

4

4πh̄3

(
1

k2
− 1

i2

)

.Â ÷àñòíîñòè îñíîâíàÿ ðåçîíàíñíàÿ ëèíèÿ (ïåðåõîä ñî âòîðîãî óðîâ-íÿ íà ïåðâûé) Lα èìååò ÷àñòîòó, ðàâíóþ 3/4 ÷àñòîòû èîíèçàöèè,è äëèíó âîëíû, ðàâíóþ 4/3 äëèíû âîëíû èîíèçàöèè, ò. å. ν21 =
2.47 · 1015 �ö, λ21 = 1216 �A. Âîîáùå äëèíà âîëíû ïåðåõîäà i→ k

1

λik
= Z2RR

(
1

k2
− 1

i2

)

,ãäå ðàçìåðíûé êîý��èöèåíò RR � òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ�èäáåðãà:
RR =

mee
4

4πh̄3c
.×èñëåííîå çíà÷åíèå ýòîé ïîñòîÿííîé çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ ìàññàáåðåòñÿ â êà÷åñòâå me. Åñëè ýòî ïðîñòî ìàññà ýëåêòðîíà, ÷òî ñî-îòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî òÿæåëîìó öåíòðó, òî R∞ = 109737 ñì−1.Äëÿ àòîìà âîäîðîäà, â ÿäðå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïðîòîí, RH =

109678 ñì−1. Íàèáîëüøàÿ äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ, ñïîñîáíîãî èîíè-çîâàòü àòîì âîäîðîäà, λ1 = 1/RH = 912�A.Ñïåêòð (ëèíèè ïåðåõîäîâ) àòîìà âîäîðîäà ðàñïàäàåòñÿ íà ñå-ðèè, ñîñòîÿùèå èç ëèíèé ñ îáùèì íèæíèì óðîâíåì, íîìåð êîòîðîãîñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ñåðèè. Ïåðâàÿ ñåðèÿ, îáðàçóþùàÿñÿ, êîãäà ïå-ðåõîäû ïðîèñõîäÿò íà îñíîâíîé (ïåðâûé) óðîâåíü, íàçûâàåòñÿ ëàé-ìàíîâñêîé. Åå ëèíèè îáîçíà÷àþòñÿ Lα, Lβ , Lγ è ò. ä. Ñëåäóþùàÿ85



ñåðèÿ � áàëüìåðîâñêàÿ � âîçíèêàåò ïðè ïåðåõîäàõ íà âòîðîé óðî-âåíü. Çàòåì èäóò ïàøåíîâñêàÿ, áðåêêåòîâñêàÿ, ï�óíäîâñêàÿ. Ñîîò-âåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ïåðâûõ ëèíèé ýòèõ ñåðèé Hα, Pα, Brα,Pfα. Äðóãèå ñåðèè íå èìåþò íàçâàíèé. Ëèíèè êàæäîé ñåðèè ñãó-ùàþòñÿ ê íåêîòîðîé ÷àñòîòå (äëèíå âîëíû), ñîîòâåòñòâóþùåé áåñ-êîíå÷íîìó íîìåðó âåðõíåãî óðîâíÿ k = ∞ è, òåì ñàìûì, ÷àñòîòåèîíèçàöèè. Ýòî ìåñòî â ñïåêòðå íàçûâàåòñÿ ãîëîâîé, èëè ïðåäåëîìñåðèè (ëàéìàíîâñêèé, áàëüìåðîâñêèé è ò. ä. ïðåäåëû).Ïåðâûå äâå ñåðèè îòäåëåíû äðóã îò äðóãà è îò äðóãèõ ñåðèé.Âñå îñòàëüíûå ïåðåêðûâàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû ñåðèè íå ïå-ðåêðûâàëèñü, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïåðâàÿ ëèíèÿ ïðåäûäóùåé ñåðèèèìåëà ÷àñòîòó, áîëüøóþ, ÷åì ÷àñòîòà èîíèçàöèè ñëåäóþùåé. Îáî-çíà÷èâ íîìåð îòäåëåííîé ñåðèè k, èìååì íåðàâåíñòâî
1/(k + 1)2 < 1/k2 − 1/(k + 1)2, k2 − 2k − 1 < 0.Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè k = 1è 2. ×åì áîëüøå íîìåð ñåðèè, òåì çàïóòàííåé ðàñïîëîæåíèå åå ëè-íèé îòíîñèòåëüíî ëèíèé äðóãèõ (ñîñåäíèõ) ñåðèé. Ëèíèè ñ âûñîêè-ìè íîìåðàìè ñåðèé òðóäíî îòîæäåñòâèòü áåç òî÷íîãî èçìåðåíèÿ èõäëèí âîëí.Çàìåòèì, ÷òî ÷åòíûå ëèíèè ÷åòíûõ ñåðèé èîíà ãåëèÿ ïî÷òè (ñòî÷íîñòüþ äî ïðèâåäåííîé ìàññû) ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè âîäîðîäàñåðèé ñ íîìåðàìè, ðàâíûìè ïîëîâèíå ãåëèåâûõ. Â ÷àñòíîñòè, ñåðèÿÏèêêåðèíãà íàëàãàåòñÿ íà áàëüìåðîâñêóþ, íî èìååò ïðîìåæóòî÷-íûå ëèíèè (íå÷åòíûå). Ïî ýòîé ñåðèè, íàáëþäàþùåéñÿ â ñïåêòðàõãîðÿ÷èõ çâåçä (êëàññîâ O è Âîëü�à��àéå), áûë îòêðûò ãåëèé (çâåç-äà ζ Êîðìû).3. Ñîñòîÿíèÿ. Îíè îïèñûâàþòñÿ íàéäåííûìè â ïðåäûäóùåìïàðàãðà�å âîëíîâûìè�óíêöèÿìè ψnlm(r,θ,φ). Îïðåäåëåííîìó ãëàâ-íîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó, ò. å. îïðåäåëåííîé ýíåðãèè óðîâíÿ, îòâå÷à-åò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäíà ñ.�. Òàê êàê l ≤ n−1, òî ïðè çàäàííîì n÷èñëî l ìîæåò ïðèíèìàòü n çíà÷åíèé: l = 0, 1, ..., n− 1. Êðîìå òîãî,ïðè êàæäîì l ÷èñëîm èìååò âîçìîæíîñòü ïðîáåãàòü 2l+1 çíà÷åíèå:

m = −l, ..., l. Âñåãî ïðè çàêðåïëåííîì n âîçìîæíî n2 ñîñòîÿíèé ñðàçëè÷íûìè êâàäðàòàìè è ïðîåêöèÿìè ìîìåíòà. Òîëüêî îñíîâíîìóóðîâíþ ñ n = 1 îòâå÷àåò îäíà ñ.�. Âñå îñòàëüíûå óðîâíè ýíåðãèèïî òåîðèè Øðåäèíãåðà âûðîæäåíû ñ êðàòíîñòüþ âûðîæäåíèÿ n2.Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ýòîò âûâîä íåòî÷åí. Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåî-ðèÿ Øðåäèíãåðà íå ó÷èòûâàåò íàëè÷èÿ ó ýëåêòðîíà ñïèíà, êîòî-86



ðûé ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíî äâå ïðîåêöèè, òàê ÷òî ïîëíîå ÷èñëîïîäóðîâíåé óðîâíÿ ýíåðãèè ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n ñ ó÷å-òîì ñïèíà ðàâíî 2n2. Ýòîò �àêò ëåæèò â îñíîâå òàáëèöû ýëåìåí-òîâ Ìåíäåëååâà. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì ðÿäó (ïåðèîäå) òàáëèöûíàõîäèòñÿ 2 ýëåìåíòà (âîäîðîä è ãåëèé), âî âòîðîì � 8 (ëèòèé, áå-ðèëëèé, áîð, óãëåðîä, àçîò, êèñëîðîä, �òîð è íåîí), â òðåòüåì �18, â ÷åòâåðòîì � 32, â ïÿòîì äîëæíî áûëî áû áûòü 50. Ñòîëü-êî ýëåêòðîíîâ ìîæåò ïîìåñòèòüñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîííûõîáîëî÷êàõ. Íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîãî ðÿäà, ÷àñòü ýëåìåíòîâ ñ áëèçêèìèõèìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ó êîòîðûõ çàïîëíÿþòñÿ âíóòðåííèå îáî-ëî÷êè, à âíåøíèå îäèíàêîâû, âûäåëÿåòñÿ ïîä îáùèì íàçâàíèåì èïîìåùàåòñÿ â îäíó êëåòî÷êó. Â ÷åòâåðòîì ïåðèîäå ýòî ëàíòàíîèäû,èëè ðåäêèå çåìëè, â ïÿòîì � àêòèíîèäû. Íå âñå ýëåìåíòû ïîñëåäíå-ãî, ïÿòîãî, ïåðèîäà ñóùåñòâóþò â ïðèðîäå. Íåêîòîðûå èç íèõ ïîëó-÷åíû èñêóññòâåííî. Ýëåìåíòû ñ áîëüøèìè íîìåðàìè, êàê ïðàâèëî,ðàäèîàêòèâíû, à ñ íîìåðàìè áîëüøå 120�130 âîîáùå íåâîçìîæíû(èõ ÿäðà íåñòàáèëüíû).Ñîñòîÿíèÿì âîäîðîäîïîäîáíûõ èîíîâ ïðèñâîåíû ñïåêòðîñêî-ïè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ ïî ñõåìå n“l� [12℄. Âïåðåäè ñòàâèòñÿ ãëàâíîåêâàíòîâîå ÷èñëî, çà íèì � àçèìóòàëüíîå, íî îíî èçîáðàæàåòñÿ íåâ âèäå ÷èñëà, à áóêâîé ïî ïðàâèëó
l 0 1 2 3 4 5 6 7

“l� S P D F G H I KÑëåäóþùèå áóêâû èäóò ïî àë�àâèòó. Íàïðèìåð, ñîñòîÿíèå ñ
n = 3 è l = 2 èçîáðàæàåòñÿ 3D. Çíà÷åíèÿ ÷èñëà m íå óêàçûâàþòñÿ.Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå àòîìà âîäîðîäà èìååò ïðîñòóþ ñ.�. ψ100 =
e−r/

√
π. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàéòè ýëåêòðîííà ðàññòîÿíèè r îò ÿäðà ðàâíà 4r2e−2r. Åå ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿïðè rmax = 1 (â àòîìíûõ åäèíèöàõ), ò. å. íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîìðàäèóñó ïåðâîé áîðîâñêîé îðáèòû.
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�ëàâà VI. Ïîëóêëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿèçëó÷åíèÿÂ íàñòîÿùåé ãëàâå áóäóò ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòî èñ-ïîëüçóåìûõ âåëè÷èí: êîý��èöèåíòîâ ïåðåõîäîâ è øèðèí óðîâíåéêâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì áóäåò ïðèìåíåí ìåòîä èõïîëó÷åíèÿ, íàçûâàåìûé ïîëóêëàññè÷åñêèì. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû áåðåòñÿ êëàññè÷åñêîå âûðàæå-íèå è â íåãî ïîäñòàâëÿþòñÿ êâàíòîâûå ïåðåìåííûå.� 1. Ýéíøòåéíîâñêèå êîý��èöèåíòûâåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ1. Îïðåäåëåíèÿ. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ êâàíòîâîìåõàíè÷å-ñêóþ ñèñòåìó. Ýòî ìîæåò áûòü àòîì, èîí, ìîëåêóëà, ðàäèêàë èëèìîëåêóëÿðíûé èîí. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòîàòîì.Ñ÷èòàåì, ÷òî íàì èçâåñòíû óðîâíè ýíåðãèè Ei è ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ñ.�. Ïóñòü íàñ èíòåðåñóþò ïåðåõîäû ìåæäó âåðõíèì óðîâíåìñ íîìåðîì i è íèæíèì óðîâíåì k. Óðîâíè ìîãóò áûòü âûðîæäå-íû. Êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè âåñàìèóðîâíåé è îáîçíà÷àþòñÿ gi è gk.Ïóñòü â íåêîòîðîì îáúåêòå êîíöåíòðàöèè àòîìîâ, íàõîäÿùèõ-ñÿ â ñîñòîÿíèÿõ ñ ýíåðãèÿìè Ei è Ek, Ei > Ek, ðàâíû ni è nkñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì íàðÿäó ñ àòîìàìè ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòüïîëå èçëó÷åíèÿ. Ïóñòü ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ íà ÷àñòîòå ïåðåõîäà
νik = (Ei − Ek)/h ðàâíà ρik.Îïðåäåëÿþòñÿ òðè êîý��èöèåíòà, õàðàêòåðèçóþùèå òðè òèïàïåðåõîäîâ i↔ k [31℄.Âî-ïåðâûõ, ïåðåõîäû ñ âåðõíåãî óðîâíÿ íà íèæíèé ìîãóò ïðî-èñõîäèòü ñàìîïðîèçâîëüíî (ñïîíòàííî). Ïðè ýòîì èçëó÷àåòñÿ �î-òîí ñ ÷àñòîòîé νik.Âî-âòîðûõ, òàêèå æå ïåðåõîäû âîçìîæíû ïîä äåéñòâèåì âíåø-íåãî èçëó÷åíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ �îòîíîâ âûïîëíÿåòñÿ ïðèí-öèï âûíóæäåííûõ ïåðåõîäîâ: åñëè óæå èìåþòñÿ òàêèå �îòîíû, êà-êèå ìîæåò èçëó÷èòü êâàíòîâàÿ ñèñòåìà, òî âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿèìåííî òàêèõ �îòîíîâ îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì â èõ îòñóòñòâèå(ïîäðîáíåå îá ýòîì áóäåò ñêàçàíî â äàëüíåéøåì).Òðåòèé òèï ïåðåõîäîâ � ïîãëîùåíèå, êîãäà �îòîí âûçûâàåòïåðåõîä ñ íèæíåãî óðîâíÿ íà âåðõíèé, ïðè ýòîì ñàì �îòîí èñ÷åçàåò� ïîãëîùàåòñÿ àòîìîì. 88



Îïðåäåëèì ÷èñëî ïåðåõîäîâ êàæäîãî òèïà â åäèíèöå îáúåìà âåäèíèöó âðåìåíè: ñïîíòàííûõ (ñàìîïðîèçâîëüíûõ) niAik, âûíóæ-äåííûõ (èíäóöèðîâàííûõ) niBikρik è ïîãëîùåíèé nkBkiρik. Êîý�-�èöèåíòû Aik, Bik è Bki íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè Ýéíøòåéíàñîîòâåòñòâåííî ñïîíòàííûõ, âûíóæäåííûõ è ïîãëîùàòåëüíûõ ïå-ðåõîäîâ. Âåëè÷èíû Aik è ïðîèçâåäåíèÿ Bikρik è Bkiρik èìåþò ðàç-ìåðíîñòü îáðàòíîãî âðåìåíè (÷àñòîòû).2. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîý��èöèåíòàìè. Òðè êîý��è-öèåíòà Ýéíøòåéíà íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ìåæäó íèìè èìå-þòñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ.Âûâåñòè óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðîùå âñåãî, ïðåäïîëîæèââûïîëíåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (ÒÄ�). (Çàìåòèì, ÷òîñàì À.Ýéíøòåéí ïîëó÷àë ýòè ñîîòíîøåíèÿ äðóãèì ïóòåì è èñïîëü-çîâàë èõ äëÿ âûâîäà �îðìóëû Ïëàíêà.) Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòûõàðàêòåðèçóþò àòîìû è çàâèñÿò òîëüêî îò âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûõàòîìíûìè äàííûìè (îáùå�èçè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè è êîíñòàíòà-ìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê êîíêðåòíîìó àòîìó), ïîëó÷åííûå òàêèì ñïî-ñîáîì ñîîòíîøåíèÿ áóäóò îáùèìè.Ïðè ÒÄ� âûïîëíÿþòñÿ �îðìóëà Áîëüöìàíà, îïðåäåëÿþùàÿðàñïðåäåëåíèå ðàâíîâåñíûõ êîíöåíòðàöèé àòîìîâ ïî ñîñòîÿíèÿì ñçàäàííûìè ýíåðãèÿìè:
nk

ni
=
gk

gi
e−(Ek−Ei)/(kBT ), (1)è �îðìóëà Ïëàíêà, îïðåäåëÿþùàÿ ñïåêòð ðàâíîâåñíîãî ïîëÿ èçëó-÷åíèÿ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî

ρik =
8πhν3

ik

c3
1

ehνik/(kBT ) − 1
. (2)Çäåñü kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, à T � îáùàÿ äëÿ âåùåñòâà èïîëÿ èçëó÷åíèÿ òåìïåðàòóðà.Êðîìå òîãî, ÒÄ� îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ äðóãèõ ñîñòîÿíèé òåì, ÷òîõîòÿ ïðè åãî âûïîëíåíèè ïðîöåññû ïðîèñõîäÿò, îäíàêî â öåëîì íè-÷åãî íå ìåíÿåòñÿ, òàê êàê êàæäîìó ïðîöåññó îòâå÷àåò îáðàòíûé è÷èñëà ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ïåðåõîäîâ â òî÷íîñòè ðàâíû. Ýòî íàçû-âàåòñÿ äåòàëüíûì áàëàíñîì. Ïî îòíîøåíèþ ê îòäåëüíûì ïðîöåññàìäåòàëüíûé áàëàíñ (äåòàëüíîå ðàâíîâåñèå) ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ èáåç ñòðîãîãî ÒÄ�, îäíàêî ïðè ÒÄ� òàêîé áàëàíñ âåðåí äëÿ âñåõïðîöåññîâ.Ñîãëàñíî óñëîâèþ äåòàëüíîãî áàëàíñà

ni(Aik +Bikρik) = nkBkiρik. (3)89



Ïîäñòàâèâ �îðìóëû (1) è (2) â ñîîòíîøåíèå (3), óìíîæèâ íà çíà-ìåíàòåëü âòîðîé äðîáè �îðìóëû Ïëàíêà è ïðèðàâíÿâ ñëàãàåìûå ññîäåðæàùåé òåìïåðàòóðó ýêñïîíåíòîé è áåç íåå, ïîëó÷èì äâà óïî-ìÿíóòûõ ñîîòíîøåíèÿ
Aik =

8πhν3
ik

c3
Bik, giBik = gkBki. (4)Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà êîý��èöèåíòû B îïðåäåëÿþò íå ÷åðåçïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ, à ÷åðåç ñðåäíþþ åãî èíòåíñèâíîñòü [18℄. Òî-ãäà â ïåðâîé �îðìóëå (4) ñòîèò ìíîæèòåëü 2hν3

ik/c
2, à íå 8πhν3

ik/c
3.3. Î âûíóæäåííîì èçëó÷åíèè. Ýòî èçëó÷åíèå îáëàäàåòíåêîòîðûìè îñîáåííîñòÿìè, î êîòîðûõ çäåñü óìåñòíî óïîìÿíóòü.Äåëî â òîì, ÷òî ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå àòîìà ïðîèñõîäèò ñ íåêî-òîðûì, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî ãëàäêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïî íà-ïðàâëåíèÿì, íî ñîâîêóïíîñòü íåîðèåíòèðîâàííûõ àòîìîâ â ñðåäíåìèçëó÷àåò âî âñå ñòîðîíû ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ, òàê ÷òî èçëó÷å-íèå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà àòîìîâ îêàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì.Íå òàê îáñòîèò äåëî ñ âûíóæäåííûì èçëó÷åíèåì. Åñëè âáëèçè âîç-áóæäåííîãî àòîìà íàõîäèòñÿ �îòîí ñ îïðåäåëåííîé ÷àñòîòîé, áëèç-êîé ê ÷àñòîòå ïåðåõîäà, à òàêæå ñ îïðåäåëåííûìè íàïðàâëåíèåì èïîëÿðèçàöèåé, òî àòîìîì âûíóæäåííî èçëó÷àåòñÿ �îòîí, òîæäå-ñòâåííûé óæå ñóùåñòâóþùåìó.Ïóñòü ïó÷îê èçëó÷åíèÿ ñ ÷àñòîòîé νik ïðîõîäèò ÷åðåç ñëîé àòî-ìîâ, ÷àñòîòà ïåðåõîäà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ýòîé ÷àñòîòîé. Íåêîòî-ðûå àòîìû íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè i, äðóãèå � â ñîñòîÿíèè k. ×àñòü�îòîíîâ èç ïó÷êà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ nkBkiρikds, ãäå ds � ïðîé-äåííûé �îòîíàìè ïóòü â ñëîå, áóäåò ïîãëîùåíà è ïåðåâåäåò àòîìûâ âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå. Äðóãàÿ ÷àñòü ïðîéäåò áåñïðåïÿòñòâåí-íî. Íàïðîòèâ, ÷àñòü âîçáóæäåííûõ àòîìîâ ïåðåéäåò â íèæíåå ñî-ñòîÿíèå. Ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå áóäåò íàïðàâëåíî âî âñå ñòîðîíû,à âûíóæäåííîå, êîëè÷åñòâî êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíî niBikρikds,� â ñòîðîíó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà, òàê ÷òî îíî ïðèñîåäèíèòñÿ êïó÷êó. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëî �îòîíîâ èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó, ïðîïîð-öèîíàëüíóþ nkBkiρikds − niBikρikds = nkBkiρikds

(

1 − gk

gi

ni

nk

). Âñîñòîÿíèè ËÒ�, òî÷íåå ïðè âûïîëíåíèè �îðìóëû Áîëüöìàíà, âû-ðàæåíèå â ñêîáêàõ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 1 − e−hνik/(kBT ), òàê ÷òîîíî ìåíüøå 1 è ÷èñëî �îòîíîâ â ïó÷êå ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåçñëîé àòîìîâ óìåíüøàåòñÿ. Îäíàêî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ýòîâûðàæåíèå ìîæåò ñòàòü ðàâíûì íóëþ èëè äàæå îòðèöàòåëüíûì.90



Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïó÷îê, ïðîéäÿ ñëîé àòîìîâ, ñòàíîâèòñÿ áîëååìîùíûì. Ýòîò ý��åêò íàçûâàåòñÿ ìàçåðíûì (åñëè ÷àñòîòà νik ïî-ïàäàåò â ðàäèîäèàïàçîí) èëè ëàçåðíûì (åñëè ÷àñòîòà îïòè÷åñêàÿ).Ý��åêò óñèëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ â ðåçóëüòàòå ïðî-õîæäåíèÿ ÷åðåç ñëîé âîçáóæäåííûõ àòîìîâ áûë ïðåäñêàçàí òåî-ðåòè÷åñêè åùå â òðèäöàòûå ãîäû äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ ïðèìåðíîòàêèì æå ðàññóæäåíèåì, ÷òî è ïðèâåäåííîå âûøå. Îäíàêî òîëüêîâ ïÿòèäåñÿòûõ ãîäàõ îí áûë âîïëîùåí â æèçíü, çà ÷òî Í. �. Áàñîâó,À.Ì.Ïðîõîðîâó è ×.Òàóíñó áûëà ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿïî �èçèêå. Òðóäíîñòü ðåàëèçàöèè óñèëåíèÿ, ïðåîäîëåííàÿ ýòèìè�èçèêàìè, çàêëþ÷àëàñü â íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèè óñëîâèé èíâåðñ-íîé íàñåëåííîñòè óðîâíåé, êîãäà óêàçàííîå âûðàæåíèå îêàçûâàåòñÿîòðèöàòåëüíûì. Ïðîöåññ ñîçäàíèÿ ïåðåíàñåëåííîñòè âîçáóæäåííî-ãî óðîâíÿ íàçûâàåòñÿ íàêà÷êîé. Ñåé÷àñ ëàçåðíûå óñèëèòåëè øèðî-êî èñïîëüçóþòñÿ â íàóêå è òåõíèêå.Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ìåõàíèçìû íàêà÷êè. Íåêîòîðûå èç íèõîñóùåñòâëÿþòñÿ â êîñìè÷åñêèõ îáúåêòàõ, íàïðèìåð â ìåæçâåçäíîéñðåäå, â àòìîñ�åðàõ çâåçä, â òóìàííîñòÿõ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñòàíî-âÿòñÿ äîñòóïíû íàáëþäåíèÿì ïåðâîíà÷àëüíî äîâîëüíî ñëàáûå ëè-íèè, ïðè÷åì îíè îáëàäàþò íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè. Èõ ÿðêîñòíàÿòåìïåðàòóðà, õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü, âåëèêà, à øèðèíàëèíèè, íàïðîòèâ, ìàëà, òàê êàê óñèëèâàþòñÿ â îñíîâíîì öåíòðàëü-íûå ÷àñòè ëèíèè. Ïî òàêîìó íåñîîòâåòñòâèþ è óñòàíàâëèâàþò íà-ëè÷èå ìàçåðíîãî ý��åêòà.� 2. Ôîðìóëà äëÿ êîý��èöèåíòà AikÑ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå íå-âîçìîæíî, òàê êàê ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé ñòàöèîíàð-íû è â íèõ ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî. Âîçìîæ-íîñòü ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà â òåîðèè äîïóñêà-þòñÿ ðîæäåíèå è óíè÷òîæåíèå �îòîíîâ (à òàêæå è äðóãèõ ÷àñòèö).Ýòà òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêîé è âûõîäèò çàðàìêè îáû÷íîãî êóðñà êâàíòîâîé ìåõàíèêè.Íàïðîòèâ, âûíóæäåííîå èçëó÷åíèå ìîæíî îïèñàòü êàê ý��åêòâçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ âíåøíèì èçëó÷åíèåì. Îäíàêî äëÿ ýòîãîíåîáõîäèìî èçëîæèòü íåñòàöèîíàðíóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé. Çäåñüäàåòñÿ áîëåå ïðîñòîé, õîòÿ è íåñòðîãèé, ïîëóêëàññè÷åñêèé ìåòîäâûâîäà âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòà ñïîíòàííîãî ïåðåõîäà. Äëÿîïðåäåëåííîñòè îïÿòü ãîâîðèì îá àòîìå.91



Ìîäåëèðóåì àòîì ñîâîêóïíîñòüþ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ ÷àñòîòàìè ïåðåõîäîâýòîãî àòîìà. Èñõîäèì èç êëàññè÷åñêîé �îðìóëû Ëàðìîðà äëÿ ìîù-íîñòè èçëó÷åíèÿ çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì [20℄:
I =

2

3

e2

c3
|r̈|2.×åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãîîñöèëëÿòîðà ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 �îðìóëà ïåðåïèñûâàåòñÿòàê:

I =
2

3

e2

c3
ω4

0r
2.Ýíåðãèÿ, èçëó÷àåìàÿ â åäèíèöó âðåìåíè ñîâîêóïíîñòüþ N îäèíà-êîâûõ îñöèëëÿòîðîâ, ðàâíà NI.Ïåðåõîäèì ê êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèì âåëè÷èíàì. ßñíî, ÷òî ÷à-ñòîòó ω0 íàäî çàìåíèòü íà êðóãîâóþ ÷àñòîòó ïåðåõîäà ωik = 2πνik.Ýíåðãèÿ, èçëó÷àåìàÿ àòîìàìè â åäèíèöå îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíèïðè ïåðåõîäàõ ñ âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå k, ñîãëàñíîîïðåäåëåíèþ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à ðàâíà niIik = h̄ωikniAik, òàê÷òî

Aik =
Iik
h̄ωik

.Ñàìûé òîíêèé ìîìåíò ïîëóêëàññè÷åñêîãî ìåòîäà � ýòî âîïðîñ,÷åì çàìåíèòü ñðåäíåå r2. Åñòåñòâåííîé âåëè÷èíîé òàêîãî ðîäà, êî-òîðàÿ âîçíèêàåò â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûé ýëå-ìåíò
rik = (ψi, rψk) =

∫

ψ∗
i (r)rψk(r)d3r,ãäå ψi è ψk � ñ.�. âåðõíåãî è íèæíåãî ñîñòîÿíèé. Îäíàêî åñëèïðîñòî çàìåíèòü r2 íà |rik|2, òî âû÷èñëÿåìûå èíòåíñèâíîñòè ëèíèéîêàæóòñÿ ðîâíî â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ðåàëüíûå. Ïîýòîìó íåîá-õîäèìî ñäåëàòü çàìåíó

r2 → 2|rik|2, |rik|2 = |xik|2 + |yik|2 + |zik|2.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëà
Aik =

4

3

e2

c3
ω3

ik

h̄
|rik|2. (5)Åñëè ïåðåéòè ê îáû÷íûì ÷àñòîòàì, òî

Aik =
64π4

3

e2

c3
ν3

ik

h
|rik|2.92



Õîòÿ â ïðèâåäåííîì âûâîäå åñòü ìîìåíò íåîïðåäåëåííîñòè,ñâÿçàííûé ñ ââåäåíèåì ìíîæèòåëÿ 2, ïðîñòîòà è ïðîçðà÷íîñòü ýòî-ãî âûâîäà îïðàâäûâàþò åãî èçëîæåíèå.Çàìåòèì, ÷òî �îðìóëà Ëàðìîðà äàåò ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ âäèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè. Ïîýòîìó è �îðìóëà (5) âåðíà â ýòîì ïðè-áëèæåíèè. Ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà (ìàã-íèòíîå äèïîëüíîå, êâàäðóïîëüíîå è ò. ä. ïðèáëèæåíèÿ), íî íà ýòîììû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.� 3. Èçëó÷åíèå îñöèëëÿòîðà1. Ïðàâèëà îòáîðà. Â ýòîì ïàðàãðà�å ïðèìåíèì îáùóþ �îð-ìóëó (5) ê èçëó÷åíèþ íåàòîìíîé ñèñòåìû � ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-ëÿòîðà, ïîñêîëüêó íàì èçâåñòíû åãî ñ.�. Îñöèëëÿòîð îäíîìåðíûé,ïîýòîìó â �îðìóëå (5) îñòàåòñÿ òîëüêî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò êîîð-äèíàòû x.Âûðàæåíèå äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà áåçðàçìåðíîé êîîðäèíà-òû ξ

ξik =

∞∫

−∞

ψi(ξ)ξψk(ξ)dξíå òðåáóåò ñîïðÿæåíèÿ, òàê êàê âñå ñ.�. îñöèëëÿòîðà âåùåñòâåí-íû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âñïîìíèì �îðìóëó, ñâÿçûâàþùóþïðîèçâåäåíèå ξ íà ñ.�. ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè ñ.�.:
ξψk(ξ) =

√
kψk−1(ξ) +

√
k + 1ψk+1(ξ)√

2
.Ñ åå ïîìîùüþ íàõîäèì

ξik =

√

k

2
(ψi, ψk−1)+

√

k+1

2
(ψi, ψk+1)=

√

k

2
δi k−1+

√

k+1

2
δi k+1. (6)Çäåñü èñïîëüçîâàíà îðòîãîíàëüíîñòü ñ.�.Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò (6) îòëè÷åí îò íóëÿ, òîëüêî åñëè i = k− 1èëè i = k+1. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäû âîçìîæíû ëèøü íà ñîñåäíèåóðîâíè. Ïîýòîìó ωik = ω0, ò. å. ÷àñòîòà ïåðåõîäà ðàâíà ñîáñòâåííîé÷àñòîòå îñöèëëÿòîðà. Ýòî òðåáîâàíèå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì îòáîðà.93



2. Êîý��èöèåíòû ïåðåõîäà. Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü êî-ý��èöèåíòû ïåðåõîäà. Íàéäåì An n−1. Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò áåçðàç-ìåðíîé êîîðäèíàòû ξn n−1 =
√

n/2, à ìàòðè÷íûé ýëåìåíò àáñöèññû
xn n−1 = αξn n−1 =

√

h̄

m0ω0

√
n

2
.Îêîí÷àòåëüíî

An n−1 =
2

3

e2

m0c3
ω2

0n. (7)Ïåðåõîä ñ îñíîâíîãî óðîâíÿ n = 0 íåâîçìîæåí (âåðîÿòíîñòü åãîðàâíà íóëþ).Ôîðìóëó (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü êîðî÷å, åñëè âñïîìíèòü âûðà-æåíèå äëÿ ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [20℄
γ =

2

3

e2

m0c3
ω2

0 . (8)Òîãäà An n−1 = γn.Âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà âûíóæäåííîãî ïåðåõîäà òîæåïîëó÷àåòñÿ íåñëîæíûì:
Bn n−1 =

π

3

e2

h̄ω0m0
n.� 4. Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ àòîìà âîäîðîäàÒàê êàê óðîâíè ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà âûðîæäåíû, íîìåðàì

i è k îòâå÷àþò òðîéêè ÷èñåë n, l,m. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåõîä
n′, l′,m′ → n, l,m. Íàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.Ïîñêîëüêó ñ.�. äëÿ àòîìà âîäîðîäà ïîëó÷åíû â ñ�åðè÷åñêèõêîîðäèíàòàõ

ψnlm(r) = Rnl(r)Ylm(θ, φ),ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû òàêæå áóäåì íàõîäèòü â ýòèõ êîîðäèíàòàõ,èñïîëüçóÿ ñâÿçü ñ íèìè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò:
x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ.Âìåñòî çåíèòíîãî óãëà θ èíòåãðèðóåì ïî µ = cos θ. Ó âåùåñòâåííûõ�óíêöèé íå óêàçûâàåì ñîïðÿæåíèÿ.94



Íà÷íåì ñ àïïëèêàòû, äëÿ êîòîðîé �îðìóëà è ðàññóæäåíèå áî-ëåå ïðîñòûå:
zn′l′m′,nlm = Cl′m′Clm×

×
∞∫

0

Rn′l′(r)Rnl(r)r
3dr

1∫

−1

µPm′

l′ (µ)Pm
l (µ)dµ

2π∫

0

ei(m−m′)φdφ.Çäåñü êîý��èöèåíòû Clm íîðìèðóþò ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè. Îäíàñòåïåíü r è ìíîæèòåëü µ âîçíèêëè îò âûðàæåíèÿ z ÷åðåç ñ�åðè-÷åñêèå êîîðäèíàòû, äâå äðóãèå ñòåïåíè r ïðîèñõîäÿò îò ÿêîáèàíà
r2 sin θ. Ôóíêöèÿ sin θ óøëà ïîä äè��åðåíöèàë dµ.�àññìîòðèì âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî φ. Ïðè öåëûõ m è m′ ýêñ-ïîíåíòà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðè-îäîì 2π, à èíòåãðàë ïî ïåðèîäó ðàâåí íóëþ. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåò-ñÿ ñëó÷àé m′ = m, êîòîðûé òîëüêî è íóæíî ðàññìàòðèâàòü äàëü-øå. Ñëåäóþùèé èíòåãðàë � ïî θ. Èìååòñÿ �îðìóëà, âûðàæàþùàÿïðîèçâåäåíèå µPm

l (µ) ÷åðåç ñîñåäíèå ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè Ëå-æàíäðà (çäåñü è íèæå ñì. [13℄):
µPm

l (µ) =
l −m+ 1

2l+ 1
Pm

l+1(µ) +
l +m

2l+ 1
Pm

l−1(µ).Ïî ñâîéñòâó îðòîãîíàëüíîñòè �óíêöèé Ëåæàíäðà èíòåãðàëû ïî µîòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïðè l′ = l ± 1.Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ êîîðäèíàò x è y óäîáíåå íàõîäèòüíå íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ýòèõ êîîðäèíàò, à äëÿ èõ ëèíåéíûõ êîì-áèíàöèé x± iy, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ íå ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå�óíêöèè àçèìóòà, à ÷åðåç ýêñïîíåíòû x± iy = r sin θe±iφ:
(x± iy)n′l′m′,nlm = Cl′m′Clm×

×
∞∫

0

Rn′l′(r)Rnl(r)r
3dr

1∫

−1

√

1−µ2Pm′

l′ (µ)Pm
l (µ)dµ

2π∫

0

ei(m−m′±1)φdφ.Â ýòèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ èíòåãðàë ïî φ îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè
m′ = m± 1. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ (m′ = m+ 1 è m′ = m− 1) èìåþòñÿ�îðìóëû, ñâîäÿùèå ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé Ëåæàíäðà íà √1 − µ2ê ñîñåäíèì �óíêöèÿì:

√

1 − µ2Pm
l (µ) =

Pm+1
l−1 (µ) − Pm+1

l+1 (µ)

2l + 1
=

=
(l −m+ 1)(l −m+ 2)

2l+ 1
Pm−1

l+1 (µ)− (l +m− 1)(l +m)

2l+ 1
Pm−1

l−1 (µ).95



Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë è îðòîãîíàëüíîñòè �óíêöèé Ëåæàíäðàñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ îòëè÷èÿ èíòåãðàëîâ ïî µ îò íóëÿ òå æå, ÷òî èâ ñëó÷àå àïïëèêàòû: l′ = l± 1. Â êàæäîì ñëó÷àå îäíà êîìïëåêñíàÿëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ, à âòîðàÿ ðàâíà íóëþ. Èçýòîãî ìîæíî íàéòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû � îòäåëüíî x è y, ïðè÷åìïåðâûå âåùåñòâåííû, à âòîðûå ÷èñòî ìíèìûå.�àäèàëüíûå èíòåãðàëû äëÿ âñåõ êîîðäèíàò îäíè è òå æå è íåðàâíû íóëþ, òàê ÷òî ðàçíîñòü n′ − n ìîæåò áûòü ëþáîé.Èòàê, ïðàâèëà îòáîðà äëÿ àòîìà âîäîðîäà ãëàñÿò: ïåðåõîäûâîçìîæíû, òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
l′ = l ± 1, m′ = m,m± 1.Ïîõîæèå ïðàâèëà îòáîðà ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãèõ ñèñòåì.Îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êâàíòîâûå ÷èñëà ïðè ïåðåõîäàõ îòëè÷à-þòñÿ íà åäèíèöó, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èçëó÷àåòñÿ �îòîí, ñïèí êî-òîðîãî ðàâåí åäèíèöå.� 5. Ïåðåõîä 2 → 1 àòîìà âîäîðîäàÂ ýòîì ïàðàãðà�å âû÷èñëèì êîý��èöèåíò ñïîíòàííîãî ïåðå-õîäà ñ ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî (âòîðîãî) óðîâíÿ àòîìà âîäîðîäà íàîñíîâíîé (ïåðâûé), ïðè êîòîðîì îáðàçóåòñÿ ëèíèÿ Lα. Îñíîâíîéóðîâåíü ïî òåîðèè Øðåäèíãåðà íå âûðîæäåí, â òî âðåìÿ êàê âòîðîéèìååò 4 ïîäóðîâíÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü 4 ïåðåõî-äà è 4 êîý��èöèåíòà: A200,100, A210,100, A21±1,100. Ñðàçó çàìåòèì,÷òî ñîãëàñíî ïðàâèëàì îòáîðà êîý��èöèåíò A200,100 = 0, òàê ÷òîòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü 3 êîý��èöèåíòà.Èñõîäèì èç îáùåé �îðìóëû (5). Â íåå íàäî ïîäñòàâèòü ÷à-ñòîòó ïåðåõîäà ω21 =
mee

4

2h̄2

3

4
. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòà ïåðåéäåì êàòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö. Â íåé ω21 = 3/8. Îïðåäåëèì ìàòðè÷íûåýëåìåíòû.Âû÷èñëèì îòäåëüíî ðàäèàëüíûé è óãëîâûå èíòåãðàëû. �àäè-àëüíûé èíòåãðàë îäèí:

∞∫

0

R21(r)R10(r)r
3dr=

∞∫

0

re−r/2

2
√

6
2e−rr3dr=

1√
6

(
2

3

)5

24=
215/2

39/2
.96



Óãëîâûõ èíòåãðàëîâ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïÿòü. Îäèí � äëÿ ìàò-ðè÷íîãî ýëåìåíòà z210,100:
π∫

0

sin θdθ

2π∫

0

dφ cos θY ∗
10(θ, φ)Y00(θ, φ)=

1∫

−1

µdµ

2π∫

0

dφ

√

3

4π
µ

1√
4π

=
1√
3
.Äëÿ êîìáèíàöèè x ± iy ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ñîîòâåòñòâåííîäâà ðàçà ïî äâà èíòåãðàëà

π∫

0

sin θdθ

2π∫

0

dφ sin θe±iφY ∗
1±1(θ, φ)Y00(θ, φ) =

=

1∫

−1

√

1 − µ2e±iφdµ

2π∫

0

dφ

√

3

8π

√

1 − µ2e∓iφ 1√
4π
.Çäåñü âåðõíèå è íèæíèå çíàêè áåðóòñÿ íåçàâèñèìî. Äëÿ îáîèõ âåðõ-íèõ è îáîèõ íèæíèõ çíàêîâ èíòåãðàëû îòëè÷íû îò íóëÿ è ðàâíû

√
3

2
√

2

1∫

−1

(1 − µ2)dµ =

√
2√
3
.Ïðè âûáîðå îäíîãî âåðõíåãî è îäíîãî íèæíåãî îáà èíòåãðàëà ðàâíûíóëþ. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðè âûïîëíåíèè ïðàâèë îòáîðà ìàòðè÷-íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ x è y îòëè÷íû îò íóëÿ, íî ïåðâûå âåùå-ñòâåííû, à âòîðûå ÷èñòî ìíèìûå. Ïî ìîäóëþ âñå îíè ðàâíû 1/

√
6.Ñóììû êâàäðàòîâ óãëîâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ x è y ñîâïàäàþò ñ êâàä-ðàòîì èíòåãðàëà äëÿ z è ðàâíû 1/3. Òàê êàê ðàäèàëüíûé èíòåãðàëó íèõ îáùèé, òî

|z210,100|2 = |x21±1,100|2 + |y21±1,100|2 =
215

39

1

3
=

215

310
.Òàêèì îáðàçîì, òðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîý��èöèåíòà ðàâíûìåæäó ñîáîé. Èõ îáùåå çíà÷åíèå

A21,10 = A210,100 = A21±1,100 =
4

3

1

c3

(
3

8

)3
215

310
=

(
2

3

)8
1

c3
.97



Â àòîìíîé ñèñòåìå ñêîðîñòü ñâåòà c = 137.036, òàê ÷òî â ýòîé ñè-ñòåìå åäèíèö êîý��èöèåíò A21,10 ëåãêî âû÷èñëèòü. Äëÿ ïåðåâîäà âñèñòåìó CGS åãî ñëåäóåò óìíîæèòü íà åäèíèöó ÷àñòîòû èç òàáë. 1� 3 ãëàâû V. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ A21,10 = 6.24 · 108 ñ−1.� 6. Çàìå÷àíèÿ1. Èìåþòñÿ îáøèðíûå òàáëèöû ýéíøòåéíîâñêèõ êîý��èöèåí-òîâ ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ (èëè ñèë îñöèëëÿòîðîâ) [1℄. Ïîìåùà-þòñÿ â òàáëèöû êîý��èöèåíòû, óñðåäíåííûå ïî âñåì ïåðåõîäàì.Íàïðèìåð, äëÿ ïåðåõîäà 2 → 1 âîäîðîäà ïðèâîäèòñÿ
A21 =

A200,100+A210,100+A211,100+A21−1,100

4
=

3

4
A21,10 =4.68·108 ñ−1.2. Äëÿ âîäîðîäîïîäîáíûõ èîíîâ ñ çàðÿäîâûì ÷èñëîì Z âñå êî-ý��èöèåíòû â Z4 ðàç áîëüøå. Äåéñòâèòåëüíî, ýíåðãèè è ÷àñòîòûïðîïîðöèîíàëüíû Z2, òàê ÷òî ω3

ik äàåò ìíîæèòåëü Z6. Îäíàêî ìàò-ðè÷íûé ýëåìåíò ïðîïîðöèîíàëåí 1/Z, êàê âñå ðàññòîÿíèÿ â âîäîðî-äîïîäîáíûõ àòîìàõ, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì ïðèòÿæåíèåìýëåêòðîíà ÿäðîì ñ á�îëüøèì çàðÿäîì. Êâàäðàò ýëåìåíòà ∝ 1/Z2. Âèòîãå è ïîëó÷àåòñÿ Z4. Íàïðèìåð, äëÿ èîíà He+ âñå êîý��èöèåí-òû ñàìîïðîèçâîëüíûõ ïåðåõîäîâ â 16 ðàç áîëüøå ïî ñðàâíåíèþ ñâîäîðîäíûìè.3. Âìåñòî ðàçìåðíûõ êîý��èöèåíòîâ Aik èíîãäà òàáóëèðóþòáåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, íàçûâàåìûå ñèëàìè îñöèëëÿòîðîâ. Îíèîïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé
h̄ωik

c
Bki = πcrefik,ãäå re = e2/(m0c

2) = 2.818 · 10−13 ñì � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåê-òðîíà. Íàçâàíèå ¾ñèëà îñöèëëÿòîðà¿ îïðàâäûâàåòñÿ òåì, ÷òî äëÿîñöèëëÿòîðà fn n−1 = n/3. ×èñëî òðè â çíàìåíàòåëå îáúÿñíÿåòñÿîäíîìåðíîñòüþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Êîý��èöèåíò
Aik = 2

e2

m0c3
ω2

ik

gk

gi
fik.Ñèëû îñöèëëÿòîðîâ óäîáíû åùå è òåì, ÷òî îáû÷íî îíè ïîðÿäêà1. Íàïðèìåð, äëÿ ïåðåõîäà 2 → 1 â àòîìå âîäîðîäà, êîý��èöè-åíò Ýéíøòåéíà äëÿ êîòîðîãî áûë òîëüêî ÷òî âû÷èñëåí, ïîëó÷àåòñÿ

f21 = 213/39 = 0.4162. 98



4. Åñëè êîý��èöèåíò Aik, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé (5), ðàâåííóëþ, òî ïåðåõîä íàçûâàåòñÿ çàïðåùåííûì, à âåðõíèé óðîâåíü �ìåòàñòàáèëüíûì. Ýòî íå çíà÷èò, ÷òî òàêîé ïåðåõîä âîîáùå íåâîç-ìîæåí. Ïî �îðìóëå (5) óêàçàííûé êîý��èöèåíò âû÷èñëÿåòñÿ â äè-ïîëüíîì ïðèáëèæåíèè. �àâíûé íóëþ â òàêîì ïðèáëèæåíèè, îí ìî-æåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ â äðóãèõ, áîëåå âûñîêèõ ïðèáëèæåíè-ÿõ. Îäíàêî â ýòèõ ïðèáëèæåíèÿõ âåëè÷èíà êîý��èöèåíòîâ çíà÷è-òåëüíî ìåíüøå, ÷åì â äèïîëüíîì. Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ çåëåíûõ ëè-íèé èîíà OIII, íàáëþäàþùèõñÿ â ñïåêòðàõ ïëàíåòàðíûõ òóìàííî-ñòåé è ïåðâîíà÷àëüíî ïðèïèñûâàâøèõñÿ ãèïîòåòè÷åñêîìó ýëåìåíòóíåáóëèþ, N1 ñ äëèíîé âîëíû λN1
= 5007 �A è N2 ñ äëèíîé âîëíû

λN2
= 4959 �A, êîý��èöèåíòû AN1

= 0.021 è AN2
= 0.0071.5. ×òî êàñàåòñÿ ïåðåõîäà àòîìà âîäîðîäà 200 → 100, îí çàïðå-ùåí âî âñåõ ïðèáëèæåíèÿõ. Òîëüêî ñ ó÷åòîì ðåëÿòèâèñòñêèõ ý�-�åêòîâ êîý��èöèåíò ïåðåõîäà ñòàíîâèòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ, õîòÿè âåñüìà ìàëûì [6℄. Çíà÷èòåëüíî áîëüøå âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñ èç-ëó÷åíèåì äâóõ �îòîíîâ. Êîý��èöèåíò òàêîãî äâóõ�îòîííîãî ïåðå-õîäà A20,10 = 8.23 ñ−1. Ïðè ýòîì èçëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíûé ñïåêòð,òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè �èêñèðîâà-íà òîëüêî ñóììà ÷àñòîò èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ ν′21 + ν′′21 = ν21. Ýòîòêîíòèíóóì íàáëþäàåòñÿ â ñïåêòðàõ ãàçîâûõ òóìàííîñòåé [31℄.� 7. Ïðî�èëü è øèðèíà ëèíèè1. �àñïàä âîçáóæäåíèÿ. �àññìîòðèì ñèñòåìó ñ äâóìÿ óðîâ-íÿìè, äëÿ îïðåäåëåííîñòè � àòîì. Åãî îñíîâíîé óðîâåíü èìååòýíåðãèþ E1, âîçáóæäåííûé � E2 > E1. Êîíöåíòðàöèè àòîìîâ âýòèõ ñîñòîÿíèÿõ n1 è n2. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0âñå àòîìû âîçáóæäåíû, ïðè÷åì èõ êîíöåíòðàöèÿ n0

2. Ïîñëå ýòîãîàòîìû ïðåäîñòàâèëè ñàìèì ñåáå, è îíè íà÷àëè èñïóñêàòü �îòîíûè ïåðåõîäèòü â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Êîíöåíòðàöèÿ âîçáóæäåííûõàòîìîâ n2(t) áóäåò óáûâàòü ñî âðåìåíåì.Çà âðåìÿ dt ïîñëå ìîìåíòà t ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîý��èöè-åíòà ñïîíòàííîãî ïåðåõîäà â åäèíèöå îáúåìà ïðîèçîéäåò A21n2(t)dtïåðåõîäîâ è íà ñòîëüêî æå óáàâèòñÿ ÷èñëî âîçáóæäåííûõ àòîìîâ.Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå
dn2

dt
= −A21n2. (9)99



Óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ðåøåíèåèìååò âèä
n2(t) = n0

2e
−A21t. (10)Óðàâíåíèå (9) è ðåøåíèå (10) îïèñûâàþò ðàñïàä ñîñòîÿíèÿ. Âåëè÷è-íà ln 2/A21 íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì ïîëóðàñïàäà, òàê êàê çà òàêîå âðå-ìÿ êîëè÷åñòâî âîçáóæäåííûõ àòîìîâ óìåíüøàåòñÿ âäâîå. Çà íåìíî-ãî áîëüøåå âðåìÿ 1/A21 êîíöåíòðàöèÿ n2 óìåíüøàåòñÿ â e ðàç.2. Âåðîÿòíîñòíàÿ òðàêòîâêà. �åøåíèå (10) äàåò çàêîí èç-ìåíåíèÿ ÷èñëà âîçáóæäåííûõ àòîìîâ, êîãäà èõ äîñòàòî÷íî ìíîãî.Ïî îòíîøåíèþ ê îäíîìó àòîìó ñëåäóåò ãîâîðèòü î âåðîÿòíîñòè ðàñ-ïàäà.Âåëè÷èíà e−A21t ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t àòîìîñòàíåòñÿ âîçáóæäåííûì. �àçíîñòü 1 − e−A21t, íàïðîòèâ, åñòü âå-ðîÿòíîñòü, ÷òî âîçáóæäåííûé àòîì çà âðåìÿ t ïåðåéäåò â îñíîâíîåñîñòîÿíèå. Ýòà ðàçíîñòü îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè èíòåãðàëüíîé�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: îíà âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì âðåìåíè, íà íà-÷àëüíîì ýòàïå (ïðè t = 0) ðàâíà 0, à â êîíöå (ïðè t = ∞) îá-ðàùàåòñÿ â åäèíèöó. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ �óíê-öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà åñòü A21e

−A21t, òàê ÷òîïðîèçâåäåíèå A21e
−A21tdt ðàâíî âåðîÿòíîñòè àòîìó ñîâåðøèòü ñà-ìîïðîèçâîëüíûé ïåðåõîä èç âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îñíîâíîåçà âðåìÿ îò t äî t + dt. Òàêèì îáðàçîì, êîý��èöèåíò A21 � ýòîâåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà, ðàññ÷èòàííàÿ íà åäèíèöó âðåìåíè.Ñ ïîëó÷åííûì ðàñïðåäåëåíèåì ìîæíî îáðàùàòüñÿ, êàê ñ îáû÷-íûìè �óíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-äàíèå
t =

∞∫

0

tA21e
−A21tdt =

1

A21ðàâíî ñðåäíåìó âðåìåíè æèçíè àòîìà â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè.Äëÿ ðàçðåøåííûõ ïåðåõîäîâ îíî ïîðÿäêà 10−7 ÷ 10−8 ñ, äëÿ çàïðå-ùåííûõ � ãîðàçäî áîëüøå.3. Ôîðìà ëèíèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìû ëèíèè èçëó÷åíèÿåùå ðàç âîñïîëüçóåìñÿ ïîëóêëàññè÷åñêèì ìåòîäîì. Âîçüìåì êëàñ-ñè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ �îðìû ëèíèè [20℄
I(ω) =

γ

2π

1

(ω − ω0)2 + (γ/2)2
,100



ãäå ω0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà, à γ � ïîñòîÿííàÿ çàòó-õàíèÿ è îäíîâðåìåííî øèðèíà (ïîëóøèðèíà) ëèíèè (8).Òåïåðü çàìåíèì â ïðèâåäåííîì âûðàæåíèè êëàññè÷åñêèå âåëè-÷èíû íà êâàíòîâûå. �àññìîòðèì ñíà÷àëà àòîì ñ äâóìÿ óðîâíÿìè.ßñíî, ÷òî, ìîäåëèðóÿ òàêîé àòîì îñöèëëÿòîðîì, êàê è âûøå ïðè ïî-ëó÷åíèè êîý��èöèåíòà ïåðåõîäà, âìåñòî ω0 íåîáõîäèìî âçÿòü öåí-òðàëüíóþ ÷àñòîòó ω21. Ïîñòîÿííóþ æå γ ñëåäóåò çàìåíèòü íà A21,òàê êàê îáðàòíûå âåëè÷èíû, êàê êëàññè÷åñêàÿ 1/γ, òàê è êâàíòî-âàÿ 1/A21, ðàâíû ñðåäíåìó âðåìåíè èçëó÷åíèÿ. Òîãäà ÿñíî, ÷òî âêà÷åñòâå øèðèíû ëèíèè ∆ω áóäåò âûñòóïàòü A21.Ïîëó÷åííûå îöåíêè ñðåäíåãî âðåìåíè æèçíè àòîìà â âîçáóæ-äåííîì ñîñòîÿíèè è øèðèíû ëèíèè ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèíöèïîì íåî-ïðåäåëåííîñòè �àéçåíáåðãà. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðåëÿòèâèñòñêèõ ñî-îáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî íàðÿäó ñ òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìè íåîïðåäå-ëåííîñòè äëÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è ÷åò-âåðòîå ñîîòíîøåíèå � ìåæäó âðåìåíåì è ýíåðãèåé. Â àòîìå ñ äâóìÿóðîâíÿìè íèæíèé óðîâåíü � îñíîâíîé è, òàê êàê ñàìîïðîèçâîëüíûåïåðåõîäû ñ íåãî íåâîçìîæíû, åãî øèðèíà íóëåâàÿ. Çíà÷èò, øèðè-íà ëèíèè è øèðèíà âîçáóæäåííîãî óðîâíÿ (â ÷àñòîòàõ) ñîâïàäàþò.Ñîâïàäàåò è �îðìà ëèíèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè âåðõíåãî óðîâ-íÿ. Íî òîãäà ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèåýíåðãèè óðîâíÿ îò ñðåäíåãî, íåâîçìóùåííîãî, çíà÷åíèÿ ïðèìåðíîðàâíî ñðåäíåìó âðåìåíè æèçíè ýòîãî óðîâíÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-èçâåäåíèå ∆E · ∆t ∼ h̄A21 · 1/A21 = h̄.4. Ìíîãîóðîâíåâûé àòîì. Ïóñòü òåïåðü àòîì èìååò ìíîãîóðîâíåé. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ëèíèþ, âîçíèêàþùóþ ïðè ïåðåõîäàõíà îñíîâíîé, íå óøèðåííûé, óðîâåíü ñ íåêîòîðîãî âîçáóæäåííîãîóðîâíÿ i. Ñ ýòîãî óðîâíÿ âîçìîæíû ïåðåõîäû íå òîëüêî íà îñíîâ-íîé, íî è íà âñå íèæåëåæàùèå óðîâíè. ×èñëî ïåðåõîäîâ ñ òàêîãîóðîâíÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ñóììå âñåõ êîý��èöèåíòîâ ïåðåõîäà âíèç:
γi =

i−1∑

j=1

Aij . Ýòà ñóììà è ðàâíà øèðèíå óðîâíÿ è îäíîâðåìåííî øè-ðèíå ëèíèè.Ñëîæíåå îáñòîèò äåëî, êîãäà îáà óðîâíÿ i è k âîçáóæäåííûå.Â êóðñàõ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî øèðèíûóðîâíåé òîãäà ñêëàäûâàþòñÿ, òàê ÷òî øèðèíà ñóáîðäèíàòíîé ëèíèè
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åñòü ñóììà øèðèí óðîâíåé, ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó êîòîðûìè ýòàëèíèÿ îáðàçóåòñÿ:
γik = γi + γk, γi =

i−1∑

j=1

Aij , γk =

k−1∑

j=1

Akj .Çàìåíÿÿ ω0 íà ωik è γ íà γik, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèåäëÿ �îðìû ëèíèè èçëó÷åíèÿ:
Iik(ω) =

γik

2π

1

(ω − ωik)2 + (γik/2)2
.Øèðèíà ëèíèè â äëèíàõ âîëí ïîëó÷àåòñÿ èç øèðèíû ëèíèè â÷àñòîòàõ óìíîæåíèåì íà c/ω2

0 = λ
_2

0/c, òàê êàê ∆ω/ω0 = ∆λ
_
/λ
_

0.Ïîýòîìó ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðèè øèðèíû âñåõ ëèíèé â äëè-íàõ âîëí îäèíàêîâû è ðàâíû
∆λ
_

=
2

3

e2

m0c2
=

2

3
re,ò. å. ñîñòàâëÿþò 2/3 îò êëàññè÷åñêîãî ðàäèóñà ýëåêòðîíà. Øèðèíàâ îáû÷íûõ äëèíàõ âîëí â 2π ðàç áîëüøå. Ïî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîéòåîðèè øèðèíû ëèíèé ðàçëè÷àþòñÿ. Ïðè øèðèíå ëèíèè â ÷àñòîòàõ

γik â îáû÷íûõ äëèíàõ âîëí
∆λ = 2π

λ2
ik

c
γik.Îöåíèì ýòó øèðèíó, íàïðèìåð, äëÿ ëèíèè Lα. Åå äëèíà âîë-íû 1216 �A, à êîý��èöèåíò ïåðåõîäà A21 ≈ 4.68 · 108 ñ−1, òàê ÷òî

∆λ = 1.45 · 10−11 ñì= 1.45 · 10−3 �A. Â îïòè÷åñêîé îáëàñòè äëèíûâîëí áîëüøå ïî êðàéíåé ìåðå âòðîå, òàê ÷òî øèðèíû áàëüìåðîâ-ñêèõ ëèíèé ïðèìåðíî â äåñÿòü ðàç áîëüøå, îäíàêî âñå ðàâíî îíèïîðÿäêà 0.01 �A. Ýòî î÷åíü ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ. �åàëüíî íàáëþäà-þòñÿ ãîðàçäî áîëåå øèðîêèå ëèíèè. Óøèðåíèå íàáëþäàåìûõ ëè-íèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê äâèæåíèåì àòîìîâ (ý��åêòîì Äîïëåðà), òàêè ðàññåÿíèåì �îòîíîâ. Óæå äîïëåðîâñêàÿ øèðèíà, ðàâíàÿ λikv/c,ãäå v � ñðåäíÿÿ òåïëîâàÿ ñêîðîñòü, ïðè ñêîðîñòÿõ â íåñêîëüêî êì/ñâ îïòè÷åñêîé îáëàñòè èìååò ïîðÿäîê äåñÿòûõ äîëåé �A. Ïåðåíîñ æåèçëó÷åíèÿ ìîæåò ðàñøèðèòü ñèëüíóþ ëèíèþ äî äåñÿòêîâ, à ìàêðî-ñêîïè÷åñêèå äâèæåíèÿ � äî ñîòåí �A.102



�ëàâà VII. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäûêâàíòîâîé ìåõàíèêèÎ÷åíü íåìíîãèå çàäà÷è êâàíòîâîé ìåõàíèêè äîïóñêàþò òî÷-íîå ðåøåíèå. Êðîìå ðàññìîòðåííûõ íàìè çàäà÷ î ãàðìîíè÷åñêîìîñöèëëÿòîðå è îá ýëåêòðîíå â êóëîíîâñêîì ïîëå åùå äâå-òðè çà-äà÷è ìîæíî äîâåñòè äî ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå. Äëÿ áîëüøèíñòâàæå çàäà÷ ðåøåíèÿ ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü ïðèáëèæåííî. Â ýòîé ãëàâåèçëàãàþòñÿ òðè îñíîâíûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäà [21℄.�1. Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé1. Ïðåäïîëîæåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ãàìèëüòîíèàí íå çà-âèñèò îò âðåìåíè, óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
ih̄
∂Ψ(r, t)

∂t
= ĤΨ(r, t)äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ:

Ψ(r, t) = ψ(r)eEt/ih̄,ãäå E � ýíåðãèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñ.ç. ýíåðãèè E è ñî-îòâåòñòâóþùàÿ ñ.�. ψ(r) îïðåäåëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà
Ĥψ(r) = Eψ(r). (1)Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (1) áåçîòíîñèòåëüíîê îïðåäåëåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ (ò. å. âûáîðó ïðîñòðàíñòâà è àðãó-ìåíòîâ �óíêöèè) è ïîýòîìó áóäåì ãîâîðèòü î âåêòîðàõ.Ïóñòü îïåðàòîð Ĥ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëà-ãàåìûõ
Ĥ = Ĥ0 + V̂ . (2)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìû çíàåì ñ.ç. è ñ.â. ïåðâîãî îïåðàòîðà:

Ĥ0ϕn = Enϕn, n = 1, 2..., (ϕn, ϕm) = δnm. (3)Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî âñå ñ.ç. äèñêðåòíû, à ñ.â. îðòîíîðìèðîâà-íû, ÷òî îòðàæåíî â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå (3). Âòîðîé îïåðàòîð ñ÷è-òàåòñÿ âîçìóùåíèåì ïåðâîãî, ò. å. îí ìàë â îïðåäåëåííîì ñìûñëå,103



à èìåííî, åãî äîáàâëåíèå íå ìåíÿåò õàðàêòåðà ñïåêòðà è íå ñèëüíîèñêàæàåò ñ.ç. è ñ.â. ïåðâîãî.Â ýòîì ïàðàãðà�å íå òðåáóåòñÿ îïðåäåëåííîãî âèäà îïåðàòîðîâ
Ĥ è V̂ . Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð V̂ íå îáÿçàòåëüíî ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ. Íåîáõîäèìî ëèøü, ÷òîáû îïåðàòîðû áûëè ñàìîñîïðÿæåí-íûìè.2. Âîçìóùåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Òåîðèÿ âîçìóùåíèéçàêëþ÷àåòñÿ â ðàçëîæåíèè èñêîìûõ âåëè÷èí â ðÿäû ïî ñòåïåíÿìîïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ. Îäíàêî ðàçëîæåíèÿ ïî îïåðàòîðó íå î÷åíüíàãëÿäíû. ×òîáû îáëåã÷èòü òåõíèêó ðàçëîæåíèÿ, ââåäåì �îðìàëü-íûé ïàðàìåòð ìàëîñòè, ïðåäñòàâèâ ñóììó (2) â âèäå

Ĥ = Ĥ0 + λV̂ , (4)ãäå λ≪ 1. Â îêîí÷àòåëüíûõ âûðàæåíèÿõ èçáàâèìñÿ îò ýòîãî ïàðà-ìåòðà, ïîëîæèâ �îðìàëüíî λ = 1.Çà�èêñèðóåì îïðåäåëåííîå (ïðîèçâîëüíîå) ñ.ç. En è ðàññìîò-ðèì âîçìóùåíèå åãî è åãî ñ.â. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì E è ψ èç óðàâ-íåíèÿ (1) â ðÿäû ïî ïàðàìåòðó λ:
E = En +

∞∑

j=1

λjaj = En + a1λ+ a2λ
2 + ...,

ψ =

∞∑

l=0

λlψl = ψ0 + ψ1λ+ ψ2λ
2 + ... (5)Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå (1) âìåñòå ñ ïðåäñòàâëåíèåì (4)è ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ. Ïîëó÷èò-ñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîðÿäêîâ âîçìóùåíèÿ:

Ĥ0ψ0 = Enψ0, (6)
Ĥ0ψ1 + V̂ ψ0 = Enψ1 + a1ψ0, (7)

Ĥ0ψ2 + V̂ ψ1 = Enψ2 + a1ψ1 + a2ψ0, (8)...Ýòó áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ðåøàòü, ïîñëåäîâàòåëü-íî ïðèâëåêàÿ óðàâíåíèÿ âñå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.Åùå îäíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâ-êè ïîäëåæàùåãî îïðåäåëåíèþ ñ.â. (ψ, ψ) = 1. Îïÿòü ïîäñòàâëÿÿ â104



íåãî ðàçëîæåíèå (5) è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ λ,ïîëó÷àåì
(ψ0, ψ0) = 1, (ψ0, ψ1) + (ψ1, ψ0) = 0, ... (9)Íà ïðàêòèêå îãðàíè÷èâàþòñÿ ïåðâûì èëè âòîðûì ïîðÿäêîìâîçìóùåíèé. Çàìåòèì, ÷òî â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé òåîðèè íå äî-êàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ. Áîëåå òîãî, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òîïåðâûé ïîðÿäîê äàåò íåïëîõèå ðåçóëüòàòû, à âòîðîé óõóäøàåò äåëî.Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå òåîðèè çàâèñèò îò òîãî, âûðîæäåí èëèíå âûðîæäåí óðîâåíü.3. Ñëó÷àé íåâûðîæäåííîãî óðîâíÿ. Åñëè óðîâíþ ýíåðãèè

En îòâå÷àåò òîëüêî îäèí ñ.â., òî óðàâíåíèå íóëåâîãî ïîðÿäêà (6)ðåøàåòñÿ ñðàçó æå: ψ0 = ϕn.Äàëåå, óìíîæèì ñêàëÿðíî óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (7) íà
ϕn, ïðåäâàðèòåëüíî çàìåíèâ â íåì ψ0 íà ϕn. Ïîëó÷èòñÿ

(ϕn, Ĥ0ψ1) + (ϕn, V̂ ϕn) = En(ϕn, ψ1) + a1(ϕn, ϕn).Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ñëåâà, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ñàìîñîïðÿæåííî-ñòè îïåðàòîðà Ĥ0, ¾ïåðåêèäûâàåì¿ åãî íà ïåðâûé àðãóìåíò ñêà-ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òîãäà âèäíî, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå ñîâïàäàåò ñïåðâûì ñëàãàåìûì ñïðàâà è ñîêðàùàåòñÿ ñ íèì. Âî âòîðîì ñëàãà-åìîì ñïðàâà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1 â ñèëó óñëîâèÿ íîð-ìèðîâêè. Îòñþäà íàõîäèì
a1 = (ϕn, V̂ ϕn).Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî, ïðî÷èòàííîå ñëîâàìè, ãëàñèò: ïîïðàâêà ïåð-âîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé ê ñ.ç. ðàâíà ñðåäíåìó çíà÷åíèþâîçìóùåíèÿ â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè.Òåïåðü óìíîæèì òî æå ðàâåíñòâî (7) íà âåêòîð ϕm, m 6= n:

(ϕm, Ĥ0ψ1) + (ϕm, V̂ ϕn) = En(ϕm, ψ1) + a1(ϕm, ϕn).Îïÿòü ¾ïåðåáðîñèì¿ îïåðàòîð Ĥ 0 íà ïåðâûé àðãóìåíò è îòáðîñèìïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñïðàâà, òàê êàê îíî ðàâíî íóëþ â ñèëó îðòî-ãîíàëüíîñòè ñ.â. Ïîëó÷èì
(En − Em)(ϕm, ψ1) = (ϕm, V̂ ϕn).105



Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (ϕm, ψ1) � ýòî êîý��èöèåíòû ðàçëîæå-íèÿ âåêòîðà ψ1 ïî ñèñòåìå ñ.â. {ϕn}. Îñòàëñÿ íåîïðåäåëåííûì êî-ý��èöèåíò îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ϕn, òàê êàê m 6= n. Â ñèëó ðà-âåíñòâà (9) âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýòîãî êîý��èöèåíòà ðàâíà íóëþ.Òàê êàê âñå âåêòîðû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, äàæå íîðìèðîâàííûå,èìåþò ñìûñë ñ òî÷íîñòüþ äî �àçîâîãî ìíîæèòåëÿ, ìîæíî âûáðàòüòàêîé ìíîæèòåëü, ÷òî è ìíèìàÿ ÷àñòü óêàçàííîãî êîý��èöèåíòàîêàæåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Èòàê,
ψ1 =

∑

m 6=n

(ϕm, V̂ ϕn)

En − Em
ϕm.Âî âòîðîì ïîðÿäêå íàéäåì òîëüêî ïîïðàâêó ê ñ.ç. Äëÿ ýòîãîóìíîæèì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (8) íà ϕn è ïðîäåëàåì òå æåîïåðàöèè, ÷òî è âûøå. Îïÿòü ïåðâûå ñëàãàåìûå ñëåâà è ñïðàâà ñî-êðàòÿòñÿ, âòîðîå ñëàãàåìîå ñïðàâà îáðàòèòñÿ â íóëü, òàê êàê ψ1îðòîãîíàëåí ϕn, à ìíîæèòåëü ïðè a2 ðàâåí 1 èç-çà íîðìèðîâêè. Âðåçóëüòàòå íàõîäèì

a2 = (ϕn, V̂ ψ1) =
∑

m 6=n

(ϕn, V̂ ϕm)(ϕm, V̂ ϕn)

En − Em
=
∑

m 6=n

|(ϕn, V̂ ϕm)|2
En − Em

.(10)Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ �îðìóë, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâêèïåðâîãî ïîðÿäêà ê ñ.ç. äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü îäèí èíòåãðàë. Äëÿíàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè ê âåêòîðó ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïîïðàâêè ê ñ.ç.ýíåðãèè âòîðîãî ïîðÿäêà òðåáóþòñÿ óæå âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòûâîçìóùåíèÿ. Ïîýòîìó àíàëèòè÷åñêèå èëè äàæå ÷èñëåííûå âû÷èñ-ëåíèÿ çäåñü çàòðóäíåíû. Îòíîñèòåëüíî ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðÿäêàìîæíî ñäåëàòü îäíî êà÷åñòâåííîå çàêëþ÷åíèå. Åñëè n = 1, ò. å. ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ ñàìûé íèçêèé óðîâåíü, òî E1 < Em è â çíàìåíàòåëÿõäðîáåé â (10) ñòîÿò îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. ×èñëèòåëè æå âñå ïîëî-æèòåëüíû. Ïîýòîìó ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ê îñíîâíîìó óðîâíþíå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé, à âîîáùå ãîâîðÿ, îíà îòðèöàòåëüíà.Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîäåðæàò îïå-ðàòîð âîçìóùåíèÿ ëèíåéíûì îáðàçîì, âòîðîãî � êâàäðàòè÷íûì èò. ä., ÷òî ïîäòâåðæäàåò öåëåñîîáðàçíîñòü ââåäåíèÿ λ.Âòîðîé ñëó÷àé áîëåå ñëîæíûé.4. Ñëó÷àé âûðîæäåííîãî óðîâíÿ. Åñëè óðîâåíü En âû-ðîæäåí, ò. å. åìó ñîîòâåòñòâóåò íå îäèí, à kn > 1 ñ.â., êîòîðûå ìû106



ïðîíóìåðóåì äîïîëíèòåëüíûì èíäåêñîì: ϕnsn
, sn = 1, 2, ..., kn, òîíåâîçìîæíî ðåøèòü, êàêîìó âåêòîðó ðàâåí ψ0. Ìîæíî ëèøü óòâåð-æäàòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñ.â.:

ψ0 =

kn∑

s′

n=1

fs′

n
ϕns′

n
.Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîä÷èíåíû óñëîâèþ íîðìèðîâêè:

kn∑

sn=1

|fsn
|2 = 1.Ñ.â. ϕnsn

ñ÷èòàåì îðòîíîðìèðîâàííûìè.Äëÿ ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ fnsn
ïðèõîäèòñÿ ïðè-âëå÷ü óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà è íàõîäèòü èõ îäíîâðåìåííî ñ ïî-ïðàâêàìè ê ñ.ç. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì (7) íà îäèí èç ñ.â. ϕnsn

. Îïÿòüïåðåáðîñèì îïåðàòîð Ĥ0 íàëåâî è ñîêðàòèì ïåðâûå ñëàãàåìûå. Îð-òîãîíàëüíîñòü è íîðìèðîâêà ñ.â. ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå (ϕnsn
, ψ1) = fsn

. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñîîòíîøå-íèå
kn∑

s′

n=1

(ϕnsn
, V̂ ϕns′

n
)fs′

n
= a1fsn

, sn = 1, ..., kn. (11)�àâåíñòâî (11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå íà ñ.ç.
V�f = a1fêâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà kn ñ ýëåìåíòàìè � ñêàëÿðíûìè ïðî-èçâåäåíèÿìè:

V� = {Vsn s′

n
}, Vsn s′

n
= (ϕnsn

, V̂ ϕns′

n
), f =







fn1

fn2

...
fnkn






. (12)Ïîñêîëüêó èñõîäíûé îïåðàòîð V̂ ñàìîñîïðÿæåííûé, òî è åãî ìàò-ðè÷íûå ýëåìåíòû îáðàçóåò ñàìîñîïðÿæåííóþ ìàòðèöó.Ñàìîñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà kn âñåãäà èìååò ðîâíî knâåùåñòâåííûõ ñ.ç., êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñ.â. Âñå ñ.â.107



ìîãóò áûòü âûáðàíû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè è íîðìèðîâàííûìè.Ñ.ç. îïðåäåëÿþòñÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
det{V�− a1} = 0,êîòîðîå â òåîðèè âîçìóùåíèé íàçûâàåòñÿ âåêîâûì (ñåêóëÿðíûì).Òåðìèíîëîãèÿ âçÿòà èç òåîðèè âîçìóùåíèé íåáåñíîé ìåõàíèêè.Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì kn ïîïðàâîê ïåðâîãî ïîðÿäêà a(sn)

1 ,
sn = 1, ..., kn. Ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ îäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ. Âñå ïî-ïðàâêè ìîãóò îêàçàòüñÿ îäèíàêîâûìè. Òîãäà óðîâåíü îñòàåòñÿ âû-ðîæäåííûì ñ òîé æå êðàòíîñòüþ, ÷òî è èñõîäíàÿ. Íàïðîòèâ, âñå ïî-ïðàâêè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Òîãäà âûðîæäåíèå èñ÷åçàåò èëè,êàê ãîâîðÿò, ïîëíîñòüþ ñíèìàåòñÿ. Íàêîíåö, ìîãóò áûòü êàê ðàç-ëè÷íûå, òàê è îäèíàêîâûå ïîïðàâêè. Òîãäà âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ÷àñòè÷íî.Ïîïðàâêè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ è ïîïðàâêè ê ñ.â. ìû çäåñüíå íàõîäèì.�àññìîòðèì îäèí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.5. Ý��åêò Øòàðêà àòîìà âîäîðîäà. Ýòîò ý��åêò çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïîìåùåíèè àòîìà â ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ëèíèèâ ñïåêòðå àòîìà ðàñùåïëÿþòñÿ. �àññìîòðèì åãî íà ïðèìåðå àòîìàâîäîðîäà.Ïóñòü àòîì âîäîðîäà ïîìåùåí â ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ E =
(0, 0, E), E > 0. Åãî ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò (îä-íîðîäíûì), òàê êàê ðàçìåðû àòîìà ìàëû. Ïîëå ñîçäàåò äîïîëíè-òåëüíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ V = eEr = eEz, e < 0, òàê ÷òîóðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ òàêîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä

− h̄2

2m0
∆ψ − e2

r
ψ + eEzψ = Eψ. (13)�àçîáüåì ãàìèëüòîíèàí óðàâíåíèÿ (13) íà äâå ÷àñòè:

Ĥ0 = − h̄2

2m0
∆ − e2

r
, V̂ = V = eEz.Ïåðâàÿ ÷àñòü åñòü ãàìèëüòîíèàí äëÿ ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå,à âòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü âîçìóùåíèåì. Ïîñìîòðèì, ê ÷åìó ïðèâîäèòâîçìóùåíèå ïåðâûõ äâóõ óðîâíåé. Èñïîëüçóåì àòîìíóþ ñèñòåìóåäèíèö, â êîòîðîé V = −Ez. 108



Ïóñòü ñíà÷àëà n = 1, E1 = −1/2. Ýòîò óðîâåíü íå âûðîæäåí,òàê ÷òî âû÷èñëÿåì ïîïðàâêó
a1 = −(ψ100, Ezψ100) = −Ez100,100 = 0.Èíòåãðàë ðàâåí íóëþ ïî ïðàâèëàì îòáîðà äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåí-òîâ òàêîãî âèäà, óñòàíîâëåííûì â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Òàêèì îáðà-çîì, äëÿ îñíîâíîãî óðîâíÿ ëèíåéíûé ý��åêò Øòàðêà îòñóòñòâóåò.Î êâàäðàòè÷íîì æå ìîæíî òîëüêî ñêàçàòü, ÷òî ïîïðàâêà âòîðîãîïîðÿäêà îòðèöàòåëüíà.Ïóñòü òåïåðü n = 2, E2 = −1/8. Ýòîò óðîâåíü âûðîæäåí, ïðè-÷åì êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ðàâíà 4. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîêïåðâîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü ìàòðèöó âèäà (12) ÷åòâåð-òîãî ïîðÿäêà.Äëÿ óäîáñòâà ïðîíóìåðóåì ñ.�. ïîäóðîâíåé:

ϕ1 = ψ200, ϕ2 = ψ210, ϕ3 = ψ211, ϕ4 = ψ21−1.Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü 16 èíòåãðàëîâ. Îäíàêî âñëåäñòâèå ñàìîñîïðÿ-æåííîñòè ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå ýëåìåíòû âíå ãëàâíîé äèàãîíà-ëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû, òàêèì îáðàçîì ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëîâòîëüêî 10. Áîëüøèíñòâî èç íèõ ðàâíî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, âû-÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ êîîðäè-íàòû z, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ïðàâèëà îòáîðà: îíè íå ðàâíûíóëþ, òîëüêî åñëè àçèìóòàëüíûå ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ íà 1, à ìàãíèò-íûå ñîâïàäàþò. Òàêèõ îñòàåòñÿ òîëüêî äâà, ïðè÷åì âåùåñòâåííûõè ðàâíûõ. Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî z12 = z21 = z210,200 =
(ψ210, zψ200):

z210,200 =

∞∫

0

r3dr

π∫

0

cos θ sin θdθ

2π∫

0

dφ
e−r/2r

4
√

2π
cos θ

e−r/2

2
√

2π

(

1 − r

2

)

=

=
1

8

∞∫

0

(

r4 − r5

2

)

e−rdr

1∫

−1

µ2dµ =
1

8
(24 − 60)

2

3
= −3.Èòàê, ìàòðèöà âîçìóùåíèÿ äëÿ âòîðîãî óðîâíÿ èìååò âèä

V� =







0 3E 0 0
3E 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0







.109



Âåêîâîå óðàâíåíèå äëÿ âû÷èñëåííîé ìàòðèöû ïîëó÷àåòñÿ î÷åíüïðîñòûì:
(a2

1 − 9E2)a2
1 = 0.Åãî ðåøåíèÿ a(1)

1 = −3E , a(2)
1 = 3E , a(3)

1 = 0, a
(4)
1 = 0. Ëåãêî íàõî-äÿòñÿ è ñ.â. ìàòðèöû. Â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è ñ.ç., îíè ñóòü

f (1) =
1√
2







1
1
0
0






, f (2) =

1√
2







1
−1
0
0






, f (3) =







0
0
1
0






, f (4) =







0
0
0
1






.Ïîñëåäíèå äîëæíû áûòü îðòîãîíàëüíû ïåðâûì äâóì, â îñòàëüíîì� ïðîèçâîëüíû. Îíè âûáðàíû â âèäå îðòîâ.Òàêèì îáðàçîì, âûðîæäåíèå âòîðîãî óðîâíÿ â ðåçóëüòàòå äåé-ñòâèÿ ëèíåéíîãî ý��åêòà Øòàðêà ñíèìàåòñÿ ÷àñòè÷íî: âìåñòî îä-íîãî ÷åòûðåõêðàòíî âûðîæäåííîãî óðîâíÿ âîçíèêàþò òðè, äâà íå-âûðîæäåííûõ è îäèí ñ äâóêðàòíûì âûðîæäåíèåì. Ñ ïîÿâëåíèåìïîëÿ E äâà óðîâíÿ ðàñõîäÿòñÿ, èõ ñ.â. îïðåäåëåííûì îáðàçîì êîì-áèíèðóþòñÿ èç èñõîäíûõ. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîïðàâîê a(1)

1 = −3Eè a(2)
1 = 3E

ψ
(1)
0 =

ψ210 + ψ200√
2

, ψ
(2)
0 =

ψ210 − ψ200√
2

.Äâà äðóãèõ óðîâíÿ â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé îñòàþòñÿíà ìåñòå, èõ ñ.â. íå ìåíÿþòñÿ, ÷òî äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 6.
ψ210 + ψ200√

23E
n = 2

ψ211, ψ21−1

−3E ψ210 − ψ200√
2�èñ. 6. Ñõåìà øòàðêîâñêîãî ðàñùåïëåíèÿ âòîðîãî óðîâíÿàòîìà âîäîðîäà.Ñ�îðìóëèðóåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè èçëîæåí-íîé òåîðèè. Ïîïðàâêà êî âòîðîìó óðîâíþ äîëæíà áûòü çíà÷èòåëü-íî ìåíüøå ïî êðàéíåé ìåðå ðàññòîÿíèÿ äî ñëåäóþùåãî, òðåòüåãî,óðîâíÿ, ò. å. 110



3E ≪ − 1

18
+

1

8
≈ 0.07, E ≪ 5

216
≈ 0.023.Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåííîñòü E äîëæíà áûòü ìåíüøå 0.023 àòîì-íîé åäèíèöû, ò. å. ìåíüøå 108 Â/ñì (âîëüò íà ñàíòèìåòð). Ýòî î÷åíüáîëüøàÿ íàïðÿæåííîñòü. Ñòàòè÷åñêèå ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ òàêîéâåëè÷èíû â ëàáîðàòîðèè íåäîñòèæèìû.�2. Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå1. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Åùå îäèíïðèáëèæåííûé ìåòîä �îðìàëüíî îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèèìàëîñòè ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Åñëè åå óñòðåìèòü ê íóëþ, òî êâàí-òîâàÿ ìåõàíèêà äîëæíà ïåðåõîäèòü â êëàññè÷åñêóþ. Îäíàêî ïðÿìîâ óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ïåðåéòè ê ïðåäåëó íåâîçìîæíî. Ïåðåäïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðèõîäèòñÿ ââåñòè äðóãóþ èñêîìóþ �óíê-öèþ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðî-äèíàìèêå, êîãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò âîëíîâîãî óðàâíåíèÿê óðàâíåíèþ ýéêîíàëà. Â ñóùíîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæå-íèå òîæäåñòâåííî ìåòîäó ÂÊÁ (Âåíòöåëÿ�Êðàìåðñà�Áðèëëóýíà)òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ÷àñòî òàê èíàçûâàåòñÿ.Íà÷íåì ñ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

ih̄
∂Ψ(r, t)

∂t
= − h̄2

2m
∆Ψ(r, t) + V (r, t)Ψ(r, t). (14)Ñäåëàåì çàìåíó èñêîìîé �óíêöèè

Ψ(r, t) = eiS(r,t)/h̄. (15)Ïîäñòàâèì (15) â óðàâíåíèå (14). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå.Ñíà÷àëà ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè è ïî êîîðäèíà-òàì:
∂Ψ(r, t)

∂t
= Ψ(r, t)

i

h̄

∂S(r, t)

∂t
, ∇Ψ(r, t) = Ψ(r, t)

i

h̄
∇S(r, t),çàòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ïî êîîðäèíàòàì:

∆Ψ(r, t) = ∇ (∇Ψ(r, t)) = − 1

h̄2 (∇S(r, t))
2
Ψ(r, t)+Ψ(r, t)

i

h̄
∆S(r, t).111



Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (14) çàìåíèòñÿ (äëÿ êðàòêîñòè íå ïè-øåì àðãóìåíòîâ) íà
−∂S
∂t

=
1

2m
(∇S)2 + V − ih̄

2m
∆S. (16)Ýòî óðàâíåíèå óæå ïðèãîäíî äëÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ê êëàññè-÷åñêîé ìåõíèêå.2. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïðèáëèæåíèé. Òåïåðüðàçëîæèì íîâóþ èñêîìóþ �óíêöèþ â ðÿä ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó:

S = S0 + ih̄S1 + (ih̄)2S2 + ... (17)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå (16) è ïðèðàâíè-âàíèÿ ìíîæèòåëåé ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ih̄ ïîëó÷èì
− ∂S0

∂t
=

1

2m
(∇S0)

2
+ V, (18)

− ∂S1

∂t
=

1

m
∇S0∇S1 −

1

2m
∆S0. (19)Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îãðàíè÷èâàþò-ñÿ äâóìÿ âûïèñàííûìè óðàâíåíèÿìè. Îáñóäèì �èçè÷åñêèé ñìûñëýòèõ óðàâíåíèé.Óðàâíåíèå (18) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì è ñîâ-ïàäàåò ñ óðàâíåíèåì �àìèëüòîíà�ßêîáè [19℄. Ôóíêöèÿ S0 � ýòîäåéñòâèå ïî ßêîáè; åå ìîæíî ñ÷èòàòü âåùåñòâåííîé.Âòîðîå óðàâíåíèå óæå ó÷èòûâàåò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå óñëî-âèå. 3. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òîóðàâíåíèå (19) ïðè

Ψ = eiS0/h̄−S1ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè. Äëÿ ýòîãî íàéäåì âûðàæåíèÿäëÿ ïëîòíîñòè è òîêà âåðîÿòíîñòè è ïðîèçâîäíûõ îò íèõ.Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
ρ = |Ψ|2 = e−2S1 ,à ïëîòíîñòü òîêà âåðîÿòíîñòè

j =
h̄

2mi
(Ψ∗

∇Ψ − Ψ∇Ψ∗) =
h̄

2mi
2
i

h̄
∇S0e

−2S1 =
1

m
ρ∇S0. (20)112



Äàëåå ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ îò ïëîòíîñòè ïî âðåìåíè è äèâåðãåí-öèþ òîêà:
∂ρ

∂t
= ρ

(

−2
∂S1

∂t

)

, ∇j =
1

m
∆S0ρ−

1

m
2ρ∇S0∇S1.Òîãäà óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïà-äåò ñ (19):

∂ρ

∂t
+ ∇j = 2ρ

(

−∂S1

∂t
+

1

2m
∆S0 −

1

m
∇S0∇S1

)

= 0.Óðàâíåíèÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêè è íå î÷åíü íàãëÿäíû. Äëÿ áîëü-øåé íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà V íå çàâèñèò îò âðåìå-íè è ìîæíî ïåðåéòè ê ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèÿì.4. Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ. Ýòè ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ,êàê èçâåñòíî, ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà
[

− h̄2

2m
∆ + V (r)

]

ψ(r) = Eψ(r), (21)ãäå E � ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ âðåìåííóþ çàâèñè-ìîñòü âîëíîâîé �óíêöèè
Ψ(r, t) = eEt/ih̄ψ(r).Êàê è âûøå, äåëàåì çàìåíó èñêîìîé �óíêöèè
ψ(r) = eiσ(r)/h̄ (22)è íîâóþ �óíêöèþ ðàñêëàäûâàåì ïî ñòåïåíÿì òîé æå âåëè÷èíû:

σ = σ0 + ih̄σ1 + ... (23)Ìîæíî áûëî áû ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèå (23) â óðàâíåíèå (21) èïîâòîðèòü ïðîöåäóðó âûäåëåíèÿ äâóõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ìû âîñ-ïîëüçóåìñÿ óæå ïîëó÷åííûìè óðàâíåíèÿìè (18),(19) è ïîäñòàâèì âíèõ âìåñòî �óíêöèé S0 è S1 èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç σ0 è σ1. Ýòà ñâÿçüî÷åíü ïðîñòà:
S(r, t) = Et+ σ(r),òàê ÷òî óðàâíåíèå äëÿ íîâîé �óíêöèè ïðèîáðåòàåò âèä

1

2m
(∇σ)2 + V − ih̄

2m
∆σ = E.Ñâÿçü ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ðàçëîæåíèé åùå ïðîùå:

S0(r, t) = Et+ σ0(r), S1(r, t) = σ1(r).113



Ôàêòè÷åñêè îò âðåìåíè çàâèñèò òîëüêî íóëåâîå ñëàãàåìîå â ðàçëî-æåíèè (17). Ñîîòâåòñòâåííî ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèî-íàðíîãî ñîñòîÿíèÿ èìåþò âèä
1

2m
(∇σ0)

2 + V = E, 2∇σ0∇σ1 − ∆σ0 = 0. (24)Çäåñü ïåðâîå óðàâíåíèå âûðàæàåò ñîõðàíåíèå ýíåðãèè êëàññè÷å-ñêîé ÷àñòèöû. Ïðè ýòîì ∇σ0 èãðàåò ðîëü èìïóëüñà. Òó æå ðîëüèãðàåò è ∇S0(r, t) â äâóõ ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â (20). Âòîðîå óðàâ-íåíèå â (24) � óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè,êîãäà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îò âðåìåíè íå çàâèñèò, à âåêòîð òîêàâåðîÿòíîñòè ñîëåíîèäàëåí.Ïîëó÷èì ðåøåíèå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå.5. Îäíîìåðíîå äâèæåíèå.Ïóñòü âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëü-êî îò êîîðäèíàòû x. Òîãäà äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (24) ñòà-íîâÿòñÿ îáûêíîâåííûìè:
(

dσ0(x)

dx

)2

= 2m[E − V (x)], 2
dσ0

dx

dσ1

dx
− d2σ0

dx2
= 0.Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ìîäóëÿ èìïóëüñà

p(x) =
√

2m[E − V (x)], (25)ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ åùå ðàç:
dσ0

dx
= ±p(x), 2p(x)

dσ1

dx
=

dp(x)

dx
. (26)Ïåðâîå óðàâíåíèå â (26) ðåøàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, âòîðîå �ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ:

σ0(x) = ±
∫

p(x)dx, σ1 =
1

2
ln p(x).Ïðè èíòåãðèðîâàíèè äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå îïóùåíû, ïðèíàïèñàíèè ïîëíîãî ðåøåíèÿ âîçíèêíåò èõ ñóììà, à â äàëüíåéøåìîíè ïîÿâÿòñÿ â íåñêîëüêî äðóãîì âèäå.Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå �óíêöèè σ0 è σ1 â ðàçëîæåíèå (23), àçàòåì â âûðàæåíèå (22), ïîëó÷èì

ψ(x) =
1

√

p(x)
exp

(

± i

h̄

∫

p(x)dx

)

. (27)114



Äâà çíàêà ïåðåä èíòåãðàëîì â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ñîîòâåòñòâó-þò äâóì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-ðÿäêà. Îáùåå ðåøåíèå
ψ(x)=

C1
√

p(x)
exp

(
i

h̄

∫

p(x)dx

)

+
C2

√

p(x)
exp

(

− i

h̄

∫

p(x)dx

)

. (28)Çäåñü ïîÿâèëèñü äâå ïîñòîÿííûå, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå. Èõçíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè êîíêðåòíîé çàäà÷è.6. Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè. Îíî àíàëîãè÷íî óñëîâèþ ïðè-ìåíèìîñòè ìåòîäà ÂÊÁ â ýëåêòðîäèíàìèêå. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè-÷èìñÿ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì.Îñòàâëåííîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (16) äîëæíî áûòü ñóùå-ñòâåííî áîëüøå, ÷åì îòáðîøåííîå, ò. å. (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå)
∣
∣
∣
∣
∣

(
dS

dx

)2
∣
∣
∣
∣
∣
≫
∣
∣
∣
∣
h̄

d2S

dx2

∣
∣
∣
∣
. (29)Äëÿ îöåíêè ñ÷èòàåì dS

dx
≈ p(x). Òîãäà (29) ïåðåïèñûâàåòñÿ ÷åðåçýòó �óíêöèþ:

h̄

∣
∣
∣
∣

dp(x)

dx

∣
∣
∣
∣
≪ |p2(x)|.Ââåäÿ äåáðîéëåâñêóþ äëèíó âîëíû ÷àñòèöû λ

_
(x) = h̄/p(x), ïðåä-ñòàâèì ýòî óñëîâèå òàê: ∣

∣
∣
∣

dλ
_

dx

∣
∣
∣
∣
≪ 1.Îíî îçíà÷àåò, ÷òî êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïðèìåíèìî òàì,ãäå ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äåáðîéëåâñêîé äëèíû âîëíû ñ êîîðäèíàòîéìàëà. Óñëîâèå íàðóøàåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê, ãäå p(x) = 0. ×òî-áû îíî âûïîëíÿëîñü, îò ýòèõ òî÷åê íàäî îòîéòè íà íåñêîëüêî λ_.Âïðî÷åì, âáëèçè òàêèõ òî÷åê ðåøåíèå ìîæåò áûòü óòî÷íåíî (ñì.,íàïðèìåð, [15℄).7. Èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ. Åñëè V (x) ≤ E, òî ïîä êîðíåìâ (25) ñòîèò ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà è âñå �óíêöèè, âõîäÿùèå â(28), èìåþò ïðîñòîé ñìûñë. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîä êîðíåì âîç-íèêàåò îòðèöàòåëüíîå âûðàæåíèå, à ñàì êîðåíü � ìíèìûé. Ïîäêîðíåì â çíàìåíàòåëå (28) íàäî âçÿòü â òàêîì ñëó÷àå ìîäóëü, òàê115



êàê ìíèìàÿ åäèíèöà (è êîðåíü èç íåå) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â íîð-ìèðîâî÷íóþ ïîñòîÿííóþ. Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿäâà çíà÷åíèÿ x1 è x2 > x1, ïðè êîòîðûõ ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â(25), à ñ íèì è �óíêöèÿ p(x) îáðàùàþòñÿ â íóëü (ðèñ. 7).à á
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x x�èñ. 7. Ïîòåíöèàëüíàÿ è ïîëíàÿ ýíåðãèè (à). Ôóíêöèÿ p(x) (á).Ñîîòâåòñòâåííî èìååòñÿ òðè îáëàñòè ïîâåäåíèÿ �óíêöèè (28)è êâàäðàòà åå ìîäóëÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.Íà îòðåçêå [x1, x2] ïîëíàÿ ýíåðãèÿ áîëüøå ïîòåíöèàëüíîé, �óíêöèÿ(28) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíèìûìè ýêñïîíåíòàìè, ò. å. ñîäåðæèò ñèíóñûè êîñèíóñû. Êâàäðàò åå ìîäóëÿ èìååò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð. Òàìæå, ãäå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìåíüøå ïîòåíöèàëüíîé (íà ïðîìåæóòêàõñëåâà è ñïðàâà îò öåíòðàëüíîé îáëàñòè), ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò âå-ùåñòâåííû. Ïðè âûáîðå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ðàñòóùóþ ñ óâåëè÷åíè-åì |x| ýêñïîíåíòó ñëåäóåò îòáðîñèòü. Èìåþùåå �èçè÷åñêèé ñìûñëðåøåíèå áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàòü ñ óäàëåíèåì îò îáëàñòèïîëîæèòåëüíîñòè p2(x).Îòìåòèì, ÷òî êîãäà �óíêöèÿ p(x) âåùåñòâåííà, îíà èìååò ïðÿ-ìîé �èçè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ èìïóëüñà êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû,äâèæóùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå V (x). Åñëè â íåêîòîðîé òî÷-êå p(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòè-öà îñòàíàâëèâàåòñÿ, à çàòåì ïîâîðà÷èâàåò è äâèæåòñÿ â ïðîòèâî-ïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèìèòî÷êàìè ïîâîðîòà. Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî òî÷åê ïîâîðîòà äâå, òàê÷òî êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ìåæäó íèìè è çà ïðåäåëû îò-ðåçêà [x1, x2] âûéòè íå ìîæåò. Êâàíòîâàÿ æå ÷àñòèöà ñ íåêîòîðîéíåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò âûéòè çà ïðåäåëû ýòîãî îòðåçêà,116



îäíàêî âåðîÿòíîñòü óäàëèòüñÿ îò íåãî íà îïðåäåëåííîå ðàññòîÿíèå
|x| ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñ ýòèì ðàññòîÿíèåì. Â ïðåäåëàõ æåêëàññè÷åñêîé îáëàñòè âåðîÿòíîñòü êîëåáëåòñÿ ñ x.8. Óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ ïî Áîðó. Ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåí-íîå âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè ïîçâîëÿåò âûâåñòè óñëî-âèå, èç êîòîðîãî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíè-ÿõ î �óíêöèè V (x) ìîæíî íàéòè óðîâíè ýíåðãèè, ò. å. äèñêðåòíûéñïåêòð ñèñòåìû.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ V (x) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íàêîìïëåêñíûå àðãóìåíòû z (Re z = x) è ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé �óíê-öèåé íà êîíå÷íîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà �óíêöèþ p(x), à,çíà÷èò, è âñþ �óíêöèþ ψ(x) òàêæå ìîæíî ïðîäîëæèòü â êîìïëåêñ-íóþ ïëîñêîñòü. Çàïèøåì îäíî èç ðåøåíèé (27) â êîìïëåêñíîì âèäå:

ψ(z) =
1

√

p(z)
exp

(
i

h̄

∫

p(z)dz

)

.Ýòà �óíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ, íî íå ðåãóëÿðíàÿ, òàê êàê îíà èìååòäâå îñîáûå òî÷êè x1 è x2, ãäå p(x1) = p(x2) = 0. Óêàçàííûå òî÷êèÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âáëèçè òî÷êè ïîâî-ðîòà x1 �óíêöèÿ p(z) ∼√2m[−V ′(x1)(z − x1), òàê ÷òî îíà äâóçíà÷-íà. Âáëèçè x2 àíàëîãè÷íî p(z) ∼
√

2m[V ′(x2)(x2 − z)]. Ïðè ýòîì
V ′(x1) < 0, à V ′(x2) > 0.Âûäåëèì îäíîçíà÷íóþ âåòâü àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè ψ(z), äëÿ÷åãî ñäåëàåì ðàçðåç ïî îòðåçêó âåùåñòâåííîé îñè [x1, x2]. Ïðè ïðè-áëèæåíèè àðãóìåíòà ê îòðåçêó ñ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí�óíêöèÿ p(z), à ïîýòîìó, âîçìîæíî, è ψ(z) ñòðåìÿòñÿ ê ðàçíûìçíà÷åíèÿì. Íà ñàìîì îòðåçêå, êàê ìû ïðèíÿëè, �óíêöèÿ p(x) âå-ùåñòâåííà è ïîëîæèòåëüíà. Ïóñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñâîèïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ îíà ïðèíèìàåò íà íèæíåé ñòîðîíå îòðåç-êà, à îòðèöàòåëüíûå � íà âåðõíåé, ò. å. ïðè ïîâîðîòå àðãóìåíòà
x2 − z íà 2π, êîãäà îí ïðèîáðåòàåò ìíîæèòåëü e2πi = 1, ó �óíêöèèïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü e2πi/2 = −1. Òî÷íî òàê æå ïðè îáõîäå òî÷êè
x1 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ò. å. ñ âåðõíåé ÷àñòè îòðåçêà íàíèæíþþ, �óíêöèÿ p(z) ïîëó÷àåò ìíîæèòåëü −1. Êîãäà ìû âîçâðà-ùàåìñÿ â òî÷êó x2, �óíêöèÿ p(z) ïðèíèìàåò èñõîäíîå çíà÷åíèå, òàêêàê ìû íå âûõîäèì èç îáëàñòè åå îäíîçíà÷íîñòè, ò. å. ñ îäíîãî èçëèñòîâ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.Äðóãèå ìíîæèòåëè �óíêöèè ψ(z) ïðè îáõîäå âîêðóã îòðåçêà
[x1, x2] âåäóò ñåáÿ ñëîæíåå, íî ñóùåñòâåííî, ÷òî â öåëîì �óíêöèÿ117



ïðè òàêîì îáõîäå íå äîëæíà èçìåíÿòüñÿ. Ýòî îòðàæàåò òðåáîâàíèåîäíîçíà÷íîñòè �óíêöèè íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïðîñëåäèì çà èçìå-íåíèåì îòäåëüíûõ ÷àñòåé �óíêöèè ïðè îáõîäå ïî êîíòóðó, èçîáðà-æåííîìó íà ðèñ. 8.
z

x1 x2�èñ. 8. Êîíòóð îáõîäà òî÷åê ïîâîðîòà.Ñòàðòóåì èç òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ ñíèçó îòðåçêà âáëèçè åãî êîí-öà x2. Ïðè ïåðåõîäå íà âåðõíþþ ñòîðîíó �óíêöèÿ p(z), êàê ãîâî-ðèëîñü, ïðèîáðåòàåò ìíîæèòåëü −1, òàê ÷òî òàì p(z) = −p(x), àñòîÿùàÿ ïåðåä ýêñïîíåíòîé äðîáü 1/
√

p(z) ñîäåðæèò ìíîæèòåëü
e2πi(−1/4). Äàëåå íàáèðàåòñÿ èíòåãðàë âäîëü îòðåçêà è ïðè ïîäõîäåê òî÷êå x1 ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü exp



− i

h̄

x1∫

x2

p(x)dx



. Ïðè ïåðå-õîäå íà íèæíþþ ÷àñòü îòðåçêà äîáàâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü e2πi(−1/4)è, òàê êàê òàì p(z) = p(x), ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå x2 � åùå è
exp




i

h̄

x2∫

x1

p(x)dx



. Â öåëîì �óíêöèÿ ïðèîáðåòåò ìíîæèòåëü
exp



−πi+ i

h̄
2

x2∫

x1

p(x)dx



 .Ýòîò ìíîæèòåëü äîëæåí áûòü ðàâåí 1, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî è äî-ñòàòî÷íî, ÷òîáû
−πi+ i

h̄
2

x2∫

x1

p(x)dx = 2πin.Òàê êàê èíòåãðàë ïîëîæèòåëåí (îí ðàâåí ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîéòðàïåöèè), n = 0, 1... Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óñëîâèå118



2

x2∫

x1

p(x)dx = 2πh̄

(

n+
1

2

)

. (30)Åñëè áû ìû ðàññìàòðèâàëè íå îäíîìåðíóþ çàäà÷ó, à çàäà÷ó îðàäèàëüíîì ïîëå, òî ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ñ.�. ïîëó÷èëîñüáû òàêèì:
ψ(r) =

1

r
√

p(r)
exp

(

± i

h̄

∫

p(r)dr

)

, p(r) =
√

2m[En − V (r)],à óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ âûãëÿäåëî áû íåñêîëüêî èíà÷å:
2

r0∫

0

p(r)dr = hn, n = 1, 2, ..., (31)ãäå r0 � ðàäèàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì èìïóëüñ p(r) îáðàùà-åòñÿ â íóëü. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ ïîçâîëèëîÍ.Áîðó îáúÿñíèòü ñïåêòð àòîìà âîäîðîäà.9. Èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ. Óñëîâèå (30) çà-ïèñûâàþò è ïî-äðóãîìó. Ôóíêöèÿ p(x) íà îòðåçêå [x1, x2] ïîëîæè-òåëüíà è íà �àçîâîé ïëîñêîñòè (x, p) èçîáðàæàåòñÿ ãðà�èêîì �íåêîòîðîé êðèâîé. Ïðîäîëæèì ýòó êðèâóþ ñèììåòðè÷íûì îáðàçîìïîä îòðåçêîì. Ó íàñ ïîëó÷èòñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ (ðèñ. 7,á). Ýòóêðèâóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöûíà �àçîâîé ïëîñêîñòè (�àçîâóþ òðàåêòîðèþ). Òîãäà ñòîÿùèé ñëåâàâ (30) óäâîåííûé èíòåãðàë ìîæíî èçîáðàçèòü êàê êðèâîëèíåéíûé,âçÿòûé âäîëü �àçîâîé òðàåêòîðèè, è èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëî-ùàäü, çàìåòàåìóþ ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû ïî êëàññè÷åñêîé �àçî-âîé òðàåêòîðèè. Äàëåå, ìíîæèòåëü 2πh̄ = h � îáû÷íàÿ ïîñòîÿííàÿÏëàíêà. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ, à êâàíòóåòñÿçäåñü ýíåðãèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü è îáîçíà-÷èòü En, çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∫

©
√

2m[En − V (z)]dz = h(n+ 1/2). (32)Òî÷êè x1 è x2 çàâèñÿò îò n ÷åðåç çíà÷åíèå En.Ñòðîãî ãîâîðÿ, âûâåäåííîå óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ ñïðàâåäëèâîïðè n ≫ 1, êîãäà äëèíà âîëíû äå Áðîéëÿ λ_ ìàëà. Äåéñòâèòåëüíî,119



äëÿ âîçìîæíîñòè îòîéòè îò òî÷åê ïîâîðîòà íà íåñêîëüêî λ_ äîëæ-íî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî λ_ ≪ x2 − x1, ò. å. íà îòðåçêå äîëæíîïîìåùàòüñÿ ìíîãî òàêèõ äëèí âîëí. Ýòî âîçìîæíî, åñëè ÷èñëî näîñòàòî÷íî âåëèêî, òàê êàê n ðàâíî ÷èñëó îáðàùåíèé â íóëü ïëîò-íîñòè âåðîÿòíîñòè â êëàññè÷åñêîé îáëàñòè, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ñî-ñåäíèìè òî÷êàìè, â êîòîðûõ îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü, èìååò ïîðÿäîê
dx ∼ h/pn(x) = 2πλ

_ .Îäíàêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿâåðíûìè ïðè âñåõ n. Íàïðèìåð, èç óñëîâèÿ (32) íàõîäÿòñÿ òî÷íûåçíà÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, à èç óñëî-âèÿ (31) � óðîâíè ýíåðãèè â êóëîíîâñêîì ïîëå.Èòàê, â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ÷àñòèöå íàðÿäó ñ êî-îðäèíàòàìè ñîïîñòàâëÿåòñÿ è èìïóëüñ. Ïî çàêîíàì êâàíòîâîé ìåõà-íèêè òàê äåëàòü íåëüçÿ èç-çà ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé. Ïðè-áëèæåíèå ýòèì çàïðåòîì ïðåíåáðåãàåò. Îäíàêî îíî ñòàâèò äðóãîåîãðàíè÷åíèå. �àâåíñòâî (32) ìîæíî èñòîëêîâàòü òàê: ìåæäó äâóìÿñîñåäíèìè �àçîâûìè òðàåêòîðèÿìè â �àçîâîé ïëîñêîñòè èìååòñÿçàçîð ïî ïëîùàäè, ðàâíûé h. Èíà÷å ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íà êàæäóþ�àçîâóþ òðàåêòîðèþ ïðèõîäèòñÿ �àçîâàÿ ïëîùàäü, ðàâíàÿ h. Ýòîîãðàíè÷åíèå ïîçâîëÿåò ïðîêâàíòîâàòü ýíåðãèþ. Óñëîâèå êâàíòîâà-íèÿ äàåò ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû êàê äëÿ îäíîìåðíîãî, òàê è äëÿðàäèàëüíîãî ñëó÷àÿ ïðè n≫ 1, à èíîãäà � ïðè âñåõ n.Ìû ðàññìàòðèâàëè îäíîìåðíóþ çàäà÷ó, ãäå äîñòàòî÷íî ââåñòè�àçîâóþ ïëîñêîñòü. Äëÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü øå-ñòèìåðíîå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Íà îäíó �àçîâóþ òðàåêòîðèþ òî-ãäà ïðèäåòñÿ �àçîâûé îáúåì h3 � ïî h íà êàæäóþ ñòåïåíü ñâîáîäû.� 3. Âàðèàöèîííûé ìåòîäÅùå îäèí ïðèáëèæåííûé ìåòîä, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí, îñ-íîâàí íà âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå è íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ìå-òîäîì.Ïóñòü íàì íåîáõîäèìî íàéòè äèñêðåòíûå ñ.ç. è ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ñ.â. îïåðàòîðà Ĥ , ò. å. ðåøèòü óðàâíåíèå
Ĥϕn = Enϕn, (ϕn, ϕm) = δn m.Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ψ è ðàçëîæèì åãî ïî ñ.â. ðàñ-ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è:

ψ =
∑

n=1

cnϕn.120



Íàéäåì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó íàøåãî îïåðàòîðà ñ ýòèì âåêòîðîì(÷òî ìû óæå ïðîäåëûâàëè â ãëàâå II):
(ψ, Ĥψ) =

∑

n=1

∑

m=1

(cnϕn, Ĥ cmϕm) =

=
∑

n=1

∑

m=1

Emc
∗
ncm(ϕn, ϕm) =

∑

n=1

En|cn|2.Äëÿ íàèìåíüøåãî ñ.ç. � ýíåðãèè îñíîâíîãî óðîâíÿ � ëåãêî ïî-ëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(ψ, Ĥψ) ≥ E1

∑

n=1

|cn|2 = E1(ψ, ψ).Ýòî íåðàâåíñòâî çàïèøåì êàê îãðàíè÷åíèå íà ñ.ç., ñïðàâåäëèâîåäëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ψ:
E1 ≤ (ψ, Ĥψ)

(ψ, ψ)
, (33)Äàëåå ñ�îðìóëèðóåì âàðèàöèîííûé ïðèíöèï. Âûáèðàåì íåêî-òîðóþ ïàðàìåòðèçàöèþ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà ψ:

ψ = ψα,β,... (34)è íàõîäèì �óíêöèþ ïàðàìåòðîâ α, β, ...
f(α, β, ...) =

(ψα,β,..., Ĥ ψα,β,...)

(ψα,β,..., ψα,β,...)
.Íåðàâåíñòâî (33) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:

E1 ≤ f(α, β, ...). (35)Â îáùåì ñëó÷àå íàéäåì èí�èìóì (íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èëèìèíèìóì) �óíêöèè fα,β,... ïî âñåì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ. Íåðà-âåíñòâî (35) îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ èí�èìóìà:
E1 ≤ inf

α,β,...
f(α, β, ...).Åñëè ìû óäà÷íî ïîäîáðàëè ïàðàìåòðèçàöèþ, òî âåðõíÿÿ ãðàíèöàáóäåò äîñòàòî÷íî áëèçêà ê îöåíèâàåìîìó ïåðâîìó ñ.ç. äàæå ïðè íåî÷åíü áîëüøîì ÷èñëå ïàðàìåòðîâ.121



Åñëè �óíêöèÿ (34) íåïðåðûâíà, òî åå íàèìåíüøåå çíà÷åíèåïðèíèìàåòñÿ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α1, β1, ... Òîãäàçíà÷åíèå �óíêöèè (34) ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ åå àðãóìåíòîâ ìîæåòñëóæèòü îöåíêîé äëÿ ñ.�.:
ϕ1 ≈ ψα1,β1, ...Åñëè íåîáõîäèìî íàéòè îöåíêó âòîðîãî ñ.ç., òî íåðàâåíñòâî òî-ãî æå âèäà, ÷òî è (33), ìîæíî ïîëó÷èòü, íàëîæèâ îãðàíè÷åíèå íàâåêòîðû ψ: ψ ⊥ ϕ1. Òàê êàê òî÷íî ñ.â. íàì íå èçâåñòåí, äëÿ ýòî-ãî îãðàíè÷åíèÿ èñïîëüçóåì ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà,ò. å. íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü âèä

E2 ≤ (ψ, Ĥψ)

(ψ, ψ)
, (ψ, ψα1,β1, ...) = 0.Çàòåì îïÿòü çàäàåì ïàðàìåòðèçàöèþ è íàõîäèì íàèìåíüøåå çíà-÷åíèå �óíêöèè ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè. Ïðè íåîáõîäèìîñòèïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ñ.ç.Èçâåñòíû è äðóãèå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû. Íåêîòîðûå èç íèõïîçâîëÿþò îöåíèâàòü ñðàçó íåñêîëüêî ïåðâûõ ñ.ç. [26℄. Çàìåòèì,÷òî îöåíêà ñ.ç. ñíèçó ïðåäñòàâëÿåò íåëåãêóþ çàäà÷ó. Ýòîé çàäà÷åïîñâÿùåíû îòäåëüíûå èññëåäîâàíèÿ è ìîíîãðà�èè, íàïðèìåð [14℄.
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�ëàâà VIII. Ñïèí è òîæäåñòâåííîñòü÷àñòèö� 1. Ñïèí ýëåêòðîíàÑïèí ýëåêòðîíà áûë îòêðûò Äæ.Óëåíáåêîì è Ñ. �àóäñìèòîì â1925 ã. Îí ðàâåí 1/2 è, ñëåäîâàòåëüíî, äàåò äâå ïðîåêöèè íà çàäàí-íóþ îñü. Ïîñêîëüêó ñïèíîâîå ïðîñòðàíñòâî ýëåêòðîíà èìååò âñåãîäâà èçìåðåíèÿ, åñòåñòâåííî ïðèíÿòü, ÷òî âîëíîâûõ �óíêöèé ó ýëåê-òðîíà � äâå, ïî îäíîé íà êàæäóþ ïðîåêöèþ ñïèíà. Òàêèå �óíêöèèïðèíÿòî èçîáðàæàòü â âèäå äâóõðÿäíûõ âåêòîðîâ:
ψ(r) =

(
ψ1(r)
ψ2(r)

)

. (1)Îïåðàòîð ñïèíîâîãî ìîìåíòà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áåçðàçìåðíûåìàòðèöû Ïàóëè
Ŝ =

h̄

2
σ̂ ,ïðè÷åì èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ìàòðèöà ïðîåêöèèíà îñü z äèàãîíàëüíà:

σ̂ x =

(
0 1
1 0

)

, σ̂ y =

(
0 −i
i 0

)

, σ̂ z =

(
1 0
0 1

)

.Áûëî íåñêîëüêî ïîïûòîê ñ�îðìóëèðîâàòü óðàâíåíèå, àíàëî-ãè÷íîå óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà è ó÷èòûâàþùåå ñïèí ýëåêòðîíà.Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ýòî ñäåëàòü äîâîëüíî ïðîñòî [24℄. Ñîñòî-ÿíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ âîëíîé (ïëîñêîé èëè ñ�åðè-÷åñêîé), à åå ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ �îðìèðóþòñÿ íåçàâèñèìî. Òîãäàêâàíòîâîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ÷àñòèöó, ñîâïàäàåò ñ óðàâíå-íèåì Øðåäèíãåðà è îïðåäåëÿåò ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòü âîëíîâîé�óíêöèè, ò. å. ψ1(r) = ψ2(r), à ñïèíîâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîéêîìáèíàöèåé ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äâóõ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé. Òîæå ñàìîå áóäåò ïðè íàëè÷èè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, òàê êàê ýòî ïîëåñëàáî âçàèìîäåéñòâóåò ñî ñïèíîì. Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ Øðåäèí-ãåðà ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé [21℄.Èíà÷å îáñòîèò äåëî, êîãäà â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò ìàãíèòíîåïîëå. Ñïèíîâûé ìîìåíò ïîðîæäàåò è ìàãíèòíûé ìîìåíò, êîòîðûé,êàê è ñïèí, íå îáúÿñíÿåòñÿ âðàùåíèåì. �èðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå123



äëÿ ýëåêòðîíà â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ó âðàùàþùåãîñÿ çàðÿäà. Çà-ðÿä íåéòðîíà ðàâåí íóëþ, íî ìàãíèòíûì ìîìåíòîì íåéòðîí îáëà-äàåò. Äëÿ ýëåêòðîíà ìàãíèòíûé ìîìåíò ðàâåí µ = − e

mec
S. Çàðÿäýëåêòðîíà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì −e. Ìàãíèòíûé ìîìåíò âçàèìîäåé-ñòâóåò ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâíà e

mec
SH,ãäå H � íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ.Êàê ëåãêî îáíàðóæèòü, óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà �îðìàëüíî ïî-ëó÷àåòñÿ, åñëè â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ýíåðãèåé èèìïóëüñîì ÷àñòèöû

T =
p2

2m
(2)çàìåíèòü ýòè âåëè÷èíû íà îïåðàòîðû ïî ïðàâèëó

p → p̂ = −ih̄∇, T → ih̄
∂

∂t
− V.Ïîä ýíåðãèåé T çäåñü ïîíèìàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó ïîëíîé è ïîòåí-öèàëüíîé ýíåðãèÿìè. Âëèÿíèå âíåøíåãî ïîëÿ íà èìïóëüñ íå ó÷è-òûâàåòñÿ. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé îïåðàòîðàýíåðãèè íà ïîëíóþ ýíåðãèþ è èìååò âèä

[
1

2m
p̂

2
+ V

]

ψ = Eψ.Íåðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå, îáîáùàþùåå óðàâíåíèå Øðåäèí-ãåðà è ó÷èòûâàþùåå ñïèíîâûé ìîìåíò ýëåêòðîíà, áûëî ñ�îðìóëè-ðîâàíî Â.Ïàóëè. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ïàóëè èìååò âèä [21,24℄
[

1

2m

(

p̂ +
e

c
A
)2

− eϕ− eh̄

2mec
σ̂ H

]

ψ = Eψ.Â ýòîì óðàâíåíèè ψ � äâóõðÿäíûé âåêòîð (1), ϕ è A � ñêàëÿðíûéè âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, p �îïåðàòîð èìïóëüñà. Óðàâíåíèå îòðàæàåò òî æå ñîîòíîøåíèå ìåæ-äó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì (2). Äëÿ ÷àñòèöû â ïîëå ñäåëàíû çàìåíû.Ýíåðãèÿ çàìåíåíà íà ðàçíîñòü E + eϕ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéòîëüêî ýíåðãèþ äâèæåíèÿ (áåç ïîòåíöèàëüíîé). Äîïîëíèòåëüíî èì-ïóëüñ çàìåíåí íà p̂ +
e

c
A. Êðîìå òîãî, äîáàâëåíà ýíåðãèÿ âçàèìî-äåéñòâèÿ ñî ñïèíîì. 124



Óðàâíåíèå Ïàóëè äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ý��åêò Çåå-ìàíà â íå î÷åíü ñëàáîì ïîëå. Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå â íåì óñòðå-ìèòü ê íóëþ, îñòàâèâ òîëüêî ýëåêòðè÷åñêîå, óðàâíåíèå ïåðåõîäèòâ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Ìîæíî ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå ñïèíà ñýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì (îíî áîëåå ñëàáîå, ÷åì ñ ìàãíèòíûì). Òàêîåóðàâíåíèå áûëî ðåøåíî äëÿ àòîìà âîäîðîäà è áûëè íàéäåíû ìàëûåïîïðàâêè ê ýíåðãèÿì óðîâíåé, ïîëó÷åííûì ñîãëàñíî òåîðèè Øðå-äèíãåðà. Ýòè ïîïðàâêè íå ñîãëàñîâàëèñü ñ ýêñïåðèìåíòîì.Ïðè÷èíà íåñîîòâåòñòâèÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèå Ïàóëè, êàê èóðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, � íåðåëÿòèâèñòñêîå. Ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîíàïèñàòü ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Äëÿýòîãî îïåðàòîðû èìïóëüñà è ýíåðãèè ñëåäîâàëî áû ïîäñòàâèòü âðåëÿòèâèñòñêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì:
E2 = m2c4 + c2p 2. (3)Åñëè òàê ñäåëàòü, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå, íàçûâàåìîå óðàâíåíèåìÊëåéíà��îðäîíà, õîòÿ ó íèõ áûëè ïðåäøåñòâåííèêè. Åñëè åãî ìî-äè�èöèðîâàòü äëÿ ó÷åòà âíåøíåãî ïîëÿ, à çàòåì ðåøèòü äëÿ àòîìàâîäîðîäà, òî òàêæå ïîëó÷àþòñÿ ïîïðàâêè, íå ñîâïàäàþùèå ñ ýêñïå-ðèìåíòîì. Óðàâíåíèå îïèñûâàåò ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 0.Äåëî â òîì, ÷òî ñïèíîâûå è ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè èìåþòîäèí ïîðÿäîê ìàëîñòè, òàê ÷òî ó÷èòûâàòü îäíè è íå ó÷èòûâàòü äðó-ãèå íåëüçÿ: ýòà îøèáêà íàçûâàåòñÿ ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè. Íåîá-õîäèìî áûëî ïîëó÷èòü ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå, ó÷èòûâàþùååñïèí.Òàêîå óðàâíåíèå âûâåë Ï.À.Ì.Äèðàê â 1928 ã., è îíî ïîëó÷è-ëî åãî èìÿ. Ñïîñîá âûâîäà áûë äîâîëüíî îðèãèíàëüíûé. Äèðàêóíå íðàâèëîñü, ÷òî â óðàâíåíèå Êëåéíà��îðäîíà âõîäèò ïðîèçâîä-íàÿ ïî âðåìåíè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäàòü íå òîëüêî ñàìóâîëíîâóþ �óíêöèþ, íî è ñêîðîñòü åå èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì. Òðå-áîâàëîñü èçáàâèòüñÿ îò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Íî åñëè âðåëÿòèâèñòñêîì óðàâíåíèè ýíåðãèÿ (ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè) âõî-äèò ëèíåéíî, òî è èìïóëüñ (ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì) äîëæåíâõîäèòü ëèíåéíî. Äèðàê äåéñòâîâàë íåòðàäèöèîííî. Äàäèì ïðåä-ñòàâëåíèå î åãî ðàññóæäåíèÿõ.Èçâëå÷åì �îðìàëüíî èç îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (3) êâàäðàò-íûé êîðåíü è çàïèøåì ðåçóëüòàò â âèäå
E = mc2β + cαp.125



Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå âîçâåäåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàòäîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ñîîòíîøåíèå (3). ×òîáû ýòî òðåáîâàíèå âûïîë-íÿëîñü, íåîáõîäèìî, ÷òîáû êâàäðàòû β è êâàäðàòû êîìïîíåíò âåê-òîðà α áûëè ðàâíû 1, à ìåæäó ñîáîé âñå ýòè âåëè÷èíû àíòèêîì-ìóòèðîâàëè. ßñíî, ÷òî òàêèå âåëè÷èíû íå ìîãóò áûòü ÷èñëàìè.Îêàçàëîñü, ÷òî íåîáõîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ, åñëè âêà÷åñòâå β è α âçÿòü êâàäðàòíûå ìàòðèöû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.Óðàâíåíèå Äèðàêà äîïóñêàåò âêëþ÷åíèå âíåøíåãî ïîëÿ. Äëÿàòîìà âîäîðîäà áûëî ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå. Ïîïðàâêè ê ýíåð-ãèè óðîâíåé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òîíêîé ñòðóêòóðîé, ïîëó÷àþòñÿïðàâèëüíûìè. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Äèðàêà âîçíèêëàäðóãàÿ òðóäíîñòü. Òàê êàê ìàòðèöû ïîëó÷èëèñü ÷åòûðåõìåðíûå,òî è ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿëèñü ÷åòûðåõðÿäíûìè âåêòîðàìè. Äâå èõñîñòàâëÿþùèå ñîîòâåòñòâîâàëè äâóì ïðîåêöèÿì ñïèíà. Îêàçàëîñü,÷òî èç-çà èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ çíà÷åíèÿ ýíåð-ãèè ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè.Îòðèöàòåëüíûå ïîëíûå ýíåðãèè âñòðå÷àëèñü â íàøåé òåîðèè.Îäíàêî â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ýíåðãèè âêëþ÷àþò â ñåáÿ ýíåðãèèïîêîÿ, ò. å. îòðèöàòåëüíûå ïîëíûå ýíåðãèè îçíà÷àþò îòðèöàòåëü-íîñòü ìàññû, ÷òî íåâîçìîæíî.Äèðàê ïðèäóìàë âûõîä èç ñîçäàâøåãîñÿ ïîëîæåíèÿ (1930 ã.).Îí ïðåäïîëîæèë, ÷òî âñå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíû-ìè ýíåðãèÿìè çàíÿòû è îáðàçóþò íåâèäèìîå è íåíàáëþäàåìîå ìî-ðå. Ïîýòîìó ýëåêòðîí ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé íå ìîæåò â ñèëóïðèíöèïà Ïàóëè ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé.Îäíàêî îáðàòíûé ïåðåõîä âîçìîæåí. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïåðåõî-äà â ñïëîøíîì ìîðå îòðèöàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé îáðàçóåòñÿ äûðêà.Ýòîò ïîäõîä íàçûâàåòñÿ òåîðèåé äûðîê. Äûðêà � ýòî îòñóòñòâèåýëåêòðîíà ñ îòðèöàòåëüíîé ìàññîé, ò. å. ÷àñòèöà ñ ïîëîæèòåëüíîéìàññîé, íî ñ ïîëîæèòåëüíûì æå çàðÿäîì. Â 1932 ã. Ê.Ä.Àíäåðñîíîòêðûë òàêóþ ÷àñòèöó â êîñìè÷åñêèõ ëó÷àõ (Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ1936 ã.) Îíà áûëà íàçâàíà ïîçèòðîíîì.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óðàâíåíèå Äèðàêà íàðÿäó ñ óðàâíåíèÿìèÌàêñâåëëà ëåæèò â îñíîâå êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè.� 2. Òîíêàÿ è ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà óðîâíåéàòîìà âîäîðîäà1. Òîíêàÿ ñòðóêòóðà. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, óðàâíåíèå Äèðà-êà äëÿ àòîìà âîäîðîäà (òî÷íåå, äëÿ ýëåêòðîíà â ïîëå íåïîäâèæíîãî126



çàðÿäà) äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå [5℄. Ñîõðàíÿþùèìèñÿ âåëè÷èíà-ìè â ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ ïðè ýòîì íàðÿäó ñ ýíåðãèåé ÿâëÿþò-ñÿ êâàäðàò ïîëíîãî ìîìåíòà è åãî ïðîåêöèÿ. Ïîëíûé ìîìåíò ðàâåíñóììå óãëîâîãî è ñïèíîâîãî:
J = L + S,è åãî êâàíòîâûå ÷èñëà, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àþòñÿ j èmj = −j, ..., j.Âûïîëíÿåòñÿ òàêæå îáû÷íîå ðàâåíñòâî j = l ± 1/2.Â îòëè÷èå îò òåîðèè Øðåäèíãåðà ýíåðãèÿ óðîâíåé çàâèñèò îòäâóõ êâàíòîâûõ ÷èñåë, à èìåííî îò n è j:

Enj =
mec

2

(1 + α2/n2
1)

1/2
−mec

2. (4)Çäåñü α = e2/(h̄c) � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû. Åå íàçâàíèåîáúÿñíÿåòñÿ èìåííî òåì, ÷òî îíà âõîäèò â �îðìóëó (4). ×èñëî n1áëèçêî ê ÷èñëó n:
n1 = n− j − 1/2 +

√

(j + 1/2)2 − α2.Â ýíåðãèþ (4) íå âêëþ÷åíà ýíåðãèÿ ïîêîÿ ýëåêòðîíà. Óðîâåíü Enjáëèçîê ê óðîâíþ En òåîðèè Øðåäèíãåðà ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñ-ëîì n, à ÷èñëî j îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó êâàäðàòà ïîëíîãî ìîìåí-òà j(j + 1)h̄2.Èìååòñÿ äâà òèïà ðåøåíèé. Äåëî â òîì, ÷òî â òåîðèè Øðåäèí-ãåðà ñîõðàíÿëñÿ êâàäðàò óãëîâîãî ìîìåíòà ñ êâàíòîâûì ÷èñëîì l.Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè îí ñòðîãî íå ñîõðàíÿåòñÿ, íî òàê êàê ðå-ëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè ìàëû, òî óãëîâîé ìîìåíò äîëæåí ¾ïî÷òèñîõðàíÿòüñÿ¿. Â îäíîì èç êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé l = j − 1/2, â äðó-ãîì ñîñòîÿíèè l = j + 1/2. Â ðåàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõýòè ÷àñòíûå ñîñòîÿíèÿ ñìåøàíû â îïðåäåëåííûõ ïðîïîðöèÿõ, èõâîëíîâûå �óíêöèè âõîäÿò â ðåçóëüòèðóþùèå �óíêöèè ñ êîý��è-öèåíòàìè C− è C+. Ïðè ýòîì â îäíîì òèïå ðåøåíèé îòíîøåíèå
|C−/C+| ≈ α, âî âòîðîì |C−/C+| ≈ 1/α. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èç-ìåðåíèè îäíîâðåìåííî êâàäðàòîâ ïîëíîãî è óãëîâîãî ìîìåíòîâ ïðèçàêðåïëåííîì j ìû â îäíîì òèïå ñîñòîÿíèé áóäåì ïîëó÷àòü îäèíðàç l = j + 1/2 íà 104 çíà÷åíèé l = j − 1/2, à â äðóãîì òèïå �íàîáîðîò, òàê êàê îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàâíî |C−/C+|2.Ïîäñ÷èòàåì ïîëíîå ÷èñëî ðåøåíèé ñ äàííûì ãëàâíûì êâàíòî-âûì ÷èñëîì n. Ñîñòîÿíèÿ ïåðâîãî òèïà ìîãóò èìåòü àçèìóòàëüíûå÷èñëà l = 0, 1, 2..., n − 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, j = 1/2, 3/2, ..., n− 1/2.Êàæäîå èç íèõ èìååò ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûìè ïðîåêöèÿìè ïîë-íîãî ìîìåíòà, è ÷èñëî èõ ïðè äàííîì j ðàâíî 2j+1. Âñåãî ñîñòîÿíèé127



ïåðâîãî òèïà 2 + 4 + 6 + ... + 2n = n(n + 1). Â ñîñòîÿíèÿõ âòîðîãîòèïà l = 1, 2, ..., n− 1, j = 1/2, 3/2, ..., n− 3/2. ×èñëî òàêèõ ñîñòîÿ-íèé 2 + 4 + ...+ 2n− 2 = n(n− 1). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñîñòîÿíèéñ äàííûì n ðàâíî 2n2, î ÷åì óæå ãîâîðèëîñü â � 5 ãëàâû V.Ïîñêîëüêó α2 ≈ 10−4, òî ýíåðãèþ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñòå-ïåíÿì α2 è íàéòè ïîïðàâêè ê òåîðèè Øðåäèíãåðà. Îãðàíè÷èìñÿïåðâûìè òðåìÿ ñëàãàåìûìè â ðàçëîæåíèè. Ñíà÷àëà ðàçëîæèì n1:
n1 = n− j − 1

2
+
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j +
1

2

)
√

1 − α2

(j + 1/2)2
≈

≈ n−j− 1

2
+

(

j+
1

2

)(

1− α2

2(j + 1/2)2

)

=n− 1

2

α2

j + 1/2
.Çäåñü íå òðåáóåòñÿ íàõîäèòü ñëåäóþùèå ñëàãàåìûå ðàçëîæåíèÿ,òàê êàê íà êâàäðàò n1 äåëèòñÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà α2. Â �îðìóëó (4)ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå n1 è íàéäåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿýíåðãèè óðîâíåé ñ ó÷åòîì ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà α4:

Enj ≈ −mee
4

h̄2

1

2n2

[

1 +
α2

n2

(
n

j + 1/2
− 3

4

)]

.Ìíîæèòåëü, ñòîÿùèé ïåðåä êâàäðàòíîé ñêîáêîé â ïîñëåäíåì âûðà-æåíèè, � íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ýíåðãèÿ ïî Øðåäèíãåðó, â ñêîáêàõ �ïîïðàâêà ê åäèíèöå.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì óòî÷íÿþòñÿ ñïåêòðîñêîïè÷åñêèå îáîçíà-÷åíèÿ ñîñòîÿíèé. Â íèõ äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàåòñÿ êâàíòîâîå ÷èñ-ëî j ïî ñõåìå n “l�j. Êàê è ðàíåå, àçèìóòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî çà-êëþ÷åíî â êàâû÷êè, òàê êàê âìåñòî íåãî óêàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâó-þùàÿ áóêâà. Íàïðèìåð, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå àòîìà âîäîðîäà îáî-çíà÷àåòñÿ 1S1/2, ñîñòîÿíèÿ âòîðîãî óðîâíÿ � 2S1/2, 2P1/2 è 2P3/2,òðåòüåãî � 3S1/2, 3P1/2, 3P3/2, 3D3/2, 3D5/2 è ò. ä.2. Äðóãèå ïîïðàâêè. Óðàâíåíèå Äèðàêà, êàê è óðàâíåíèåØðåäèíãåðà, îäíî÷àñòè÷íîå. Òåîðèÿ, êîòîðàÿ îïåðèðóåò ñî ìíîãè-ìè ÷àñòèöàìè (ïðè÷åì îíè ìîãóò ïðè âçàèìîäåéñòâèè èñ÷åçàòü èïîÿâëÿòüñÿ; íàïðèìåð, �îòîíû � èçëó÷àòüñÿ è ïîãëîùàòüñÿ, ýëåê-òðîíû è ïîçèòðîíû � ðîæäàòüñÿ è àííèãèëèðîâàòü), íàçûâàåòñÿêâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêîé. Îíà ðàçðàáàòûâàëàñü â 40�50 ãîäûäâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ è î�îðìèëàñü ïîñëå ðàáîò �.Ôåéíìàíà, êîòî-ðûé ïðåäëîæèë òåõíèêó äèàãðàìì, ñèëüíî óïðîñòèâøóþ âû÷èñëå-íèå âåðîÿòíîñòåé êâàíòîâîýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.128



Äèàãðàììû íàðÿäó ñ ïðèâû÷íûìè ïðîöåññàìè îïèñûâàþò èíåêîòîðûå äðóãèå, äîâîëüíî ñòðàííûå ñ ïåðâîãî âçãëÿäà [5℄. Íà-ïðèìåð, ñðåäè ïðîöåññîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, ò. å. ñ äâóìÿ òî÷êàìèâçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ (ïîçèòðîíîâ) ñ �îòîíàìè, èìåþòñÿ òàêíàçûâàåìûå äèàãðàììû ¾ñîáñòâåííîé ýíåðãèè �îòîíà¿, ¾ñîáñòâåí-íîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà¿ è ¾ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà¿. Ñîãëàñíî ïåð-âîé èç ïåðå÷èñëåííûõ äèàãðàìì ëåòÿùèé �îòîí ðîæäàåò âèðòó-àëüíóþ ïàðó ýëåêòðîí-ïîçèòðîí, êîòîðàÿ òóò æå àííèãèëèðóåò âòîò æå �îòîí. Âòîðàÿ îïèñûâàåò àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ ñ ýëåêòðî-íîì: ëåòÿùèé ýëåêòðîí èçëó÷àåò âèðòóàëüíûé �îòîí, êîòîðûé ñàìæå è ïîãëîùàåò. Òðåòüÿ äèàãðàììà âîîáùå íà÷èíàåòñÿ è êîí÷àåòñÿíè÷åì: â âàêóóìå ðîæäàåòñÿ âèðòóàëüíàÿ ïàðà, ïîãëîòèâ âèðòó-àëüíûé æå �îòîí, çàòåì ïàðà àííèãèëèðóåò, èçëó÷èâ óæå ïîãëî-ùåííûé �îòîí. Ýòè ïðîöåññû âèðòóàëüíûå. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõíà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò, ò. å. â öåëîì íè÷åãî íåïðîèñõîäèò. Âû÷èñëåíèÿ æå ïðèâîäÿò ê áåñêîíå÷íûì âåðîÿòíîñòÿìòàêèõ ïðîöåññîâ (èìåííî ïîòîìó, ÷òî îíè ìîãóò ïðîèñõîäèòü âñåâðåìÿ).Â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå èìåþòñÿ ðåöåïòû, êàê èçáàâèòü-ñÿ îò âîçíèêàþùèõ áåñêîíå÷íîñòåé. Ýòè ðåöåïòû îáúåäèíåíû â òåî-ðèþ ïåðåíîðìèðîâîê ìàññû è çàðÿäà. Âèðòóàëüíûå ïðîöåññû äà-þò âïîëíå êîíå÷íûå ïîïðàâêè (íàçûâàåìûå ðàäèàöèîííûìè) ê âå-ðîÿòíîñòÿì âïîëíå ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ è ê ðåàëüíûì âåëè÷èíàì.Îäíîé èç òàêèõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ óðîâíåé àòîìîâ. Èç-çàâèðòóàëüíûõ ïðîöåññîâ ýíåðãèè èõ óðîâíåé ñëåãêà èçìåíÿþòñÿ. Â÷àñòíîñòè óðîâíè àòîìà âîäîðîäà 2S1/2 è 2P1/2 ïåðåñòàþò ñîâïà-äàòü, õîòÿ ÷èñëà j ó íèõ îäèíàêîâûå. Óðîâåíü 2S1/2, êàê âïåðâûåâû÷èñëèë �.Áåòå, îêàçûâàåòñÿ âûøå ïðèìåðíî íà 1000 Ì�ö. Ñî-âðåìåííîå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýòîãî ñäâèãà, íàçûâàåìîãî ëýì-áîâñêèì, 1058.03 Ì�ö, à ýêñïåðèìåíòàëüíîå � 1057.77 Ì�ö. Òàêàÿâûñîêàÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòà (íàïîìíèì, ÷òî ýíåðãèè ñàìîãî óðîâíÿñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòà ïîðÿäêà 109 Ì�ö) äîñòèãíóòà íåñìîòðÿ íàíåáåçóïðå÷íóþ ïðîöåäóðó èçáàâëåíèÿ îò áåñêîíå÷íîñòåé. Çàìåòèì,÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå ñäâèãà � òîæå î÷åíü òîíêàÿïðîáëåìà. Èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â ðàäèîäèàïàçîíå, à øèðèíàóðîâíåé ñðàâíèìà ñ ëýìáîâñêèì ñäâèãîì. Òåì íå ìåíåå âñå òðóä-íîñòè áûëè ïðåîäîëåíû Â.Ëýìáîì è �.�èçåð�îðäîì (1947 ã.), çà÷òî îíè áûëè óäîñòîåíû Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî �èçèêå 1955 ã.�àñùåïëåíèå óðîâíåé âûçûâàåò è âçàèìîäåéñòâèå ñïèíà ýëåê-129



òðîíà ñî ñïèíîì ïðîòîíà. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíî êâàí-òîâîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ñóììó ïîëíîãî ìîìåíòà J ýëåêòðîíàñî ñïèíîâûì ìîìåíòîì ÿäðà: f = j±1/2. Â ñïåêòðîñêîïè÷åñêîå îáî-çíà÷åíèå âêëþ÷àåòñÿ è ýòî ÷èñëî ïî ñõåìå n“l�fj . Òàêîå ðàñùåïëåíèåíàçûâàåòñÿ ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðîé.3. Ñõåìà ïåðâûõ äâóõ óðîâíåé. Ïåðâûé, îñíîâíîé, óðîâåíüàòîìà âîäîðîäà 1S1/2 èìååò òî÷íîå çíà÷åíèå àçèìóòàëüíîãî êâàíòî-âîãî ÷èñëà l = 0. �åëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî îíïîíèæàåòñÿ íà 43800 Ì�ö. Îäíàêî èçìåðèòü òàêîé ñäâèã íåâîçìîæ-íî ââèäó åãî ìàëîñòè è îòñóòñòâèÿ ðåïåðà. Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðàðàñùåïëÿåò óðîâåíü íà äâà ïîäóðîâíÿ ñ ðàçíîñòüþ ýíåðãèé, ñîîò-âåòñòâóþùåé 1420 Ì�ö. Ïåðåõîäû ìåæäó ýòèìè ïîäóðîâíÿìè äàþòëèíèþ 21 ñì, èãðàþùóþ áîëüøóþ ðîëü â àñòðî�èçèêå. Ïî ýòîé ëè-íèè â îñíîâíîì îïðåäåëÿþò ðàñïðåäåëåíèå íåéòðàëüíîãî âîäîðîäàâ íàøåé �àëàêòèêå è äðóãèõ ãàëàêòèêàõ. Êîý��èöèåíò ñïîíòàííî-ãî ïåðåõîäà î÷åíü ìàë: A = 2.85 · 10−15 ñ−1, âðåìÿ æèçíè àòîìà ââîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè 3 · 1014 ñ ≈ 107 ëåò. Îäíàêî âîäîðîäà òàêìíîãî â ãàëàêòèêàõ, ÷òî èçëó÷åíèå åãî äîñòàòî÷íî ìîùíîå. Òåìïå-ðàòóðà âîçáóæäåíèÿ óðîâíÿ ðàâíà 0.07 Ê, âîçáóæäåíèå ïðîèñõîäèòýëåêòðîííûìè óäàðàìè.
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�èñ. 9. �àñùåïëåíèå âòîðîãî óðîâíÿ àòîìà âîäîðîäà.Ñõåìà âòîðîãî óðîâíÿ ãîðàçäî áîãà÷å (ðèñ. 9). Çà ñ÷åò ðåëÿ-òèâèñòñêèõ è ñïèíîâûõ ïîïðàâîê âîçíèêàåò òîíêàÿ ñòðóêòóðà, ò. å.äâà óðîâíÿ: óðîâåíü 2P1/2 ëåæèò íèæå øðåäèíãåðîâñêîãî íà 2737Ì�ö, äâîéíîé óðîâåíü 2S1/2 + 2P1/2 � íèæå íà 13685 Ì�ö. �àç-íîñòü ìåæäó óðîâíÿìè 10950 Ì�ö. Âëèÿíèå ïîëÿðèçàöèè âàêóóìàïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ óðîâíåé 2P3/2 è 2P1/2 ñîîòâåòñòâåííî íà 7è 17 Ì�ö è ê ïîäíÿòèþ óðîâíÿ 2S1/2 íà 1041 Ì�ö. Â ðåçóëüòàòå130



îáðàçóåòñÿ óïîìÿíóòûé ëýìáîâñêèé ñäâèã â 1058 Ì�ö. �àññòîÿíèåìåæäó 2S1/2 è 2P3/2 ðàâíî 9910 Ì�ö.Ñâåðõòîíêîå ðàñùåïëåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì:ïîäóðîâåíü 2P2
3/2 ðàñïîëàãàåòñÿ âûøå íà 9, à 2P1

3/2 � íèæå íà 15Ì�ö, ÷åì 2P3/2. Ñîîòâåòñòâåííî, 2S1
1/2 è 2S0

1/2 � âûøå íà 44 è íèæåíà 133, ÷åì 2S1/2, à 2P1
1/2 è 2P0

1/2 � âûøå íà 15 è íèæå íà 44 ïîñðàâíåíèþ ñ 2P1/2.Áîëåå âûñîêèå óðîâíè òàêæå ñäâèãàþòñÿ è ðàñùåïëÿþòñÿ, íîñëàáåå. �àñùåïëåíèÿ è ñäâèãè âûñîêèõ óðîâíåé ñòàíîâÿòñÿ çíà÷è-òåëüíûìè ó àòîìîâ ñ áîëüøèìè çàðÿäàìè ÿäðà.� 3. Òîæäåñòâåííîñòü ÷àñòèö1. Ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè. Òîæäåñòâåííîñòü êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñòèö ïî ñóùåñòâó íå îòëè÷àåòñÿ îò òîæäåñòâåí-íîñòè îáû÷íûõ, ìàêðîñêîïè÷åñêèõ, òåë. Øàðû îäíîãî áèëüÿðäàíåðàçëè÷èìû, åñëè íà íèõ íåò íîìåðîâ. Îäíàêî ìîæíî ïðîñëåäèòüïóòè øàðîâ è ïî íèì îòëè÷èòü îäèí øàð îò äðóãîãî.Íå òàê â ìèêðîìèðå. Çà�èêñèðîâàâ â êàêîé-òî ìîìåíò äâàýëåêòðîíà â ðàçíûõ ëîâóøêàõ, à çàòåì îòïóñòèâ èõ, ìû íå ñìîæåìñêàçàòü, êàêîé èç íèõ ïîïàäåò â äðóãóþ ëîâóøêó ÷åðåç íåêîòîðîåâðåìÿ, òàê êàê ó ÷àñòèö ìèêðîìèðà îòñóòñòâóþò òðàåêòîðèè. Âýòîì ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó òîæäåñòâåííîñòüþ â ìàêðî- èìèêðîìèðå. Ñ�îðìóëèðóåì ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè òîæäåñòâåí-íûõ ÷àñòèö ìàòåìàòè÷åñêè.Ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì êâàíòî-âûõ ÷èñåë, êîòîðûå îïðåäåëÿþò âîëíîâûå �óíêöèè, çàâèñÿùèå îòïðîñòðàíñòâåííûõ è ñïèíîâûõ êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòüòàêèõ êîîðäèíàò ÷åðåç τ = (r, s), ãäå s � ïðîåêöèÿ ñïèíà íà íåêî-òîðóþ îñü.Äëÿ �îðìóëèðîâêè ïðèíöèïà ïðèäåòñÿ óòî÷íèòü, ÷òî ïîíèìà-åòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîä êîîðäèíàòàìè [10℄. Ìû ïðèïèñûâàåì÷àñòèöå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû � ðàäèóñ-âåêòîð r, îò êîòî-ðûõ çàâèñèò âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ψ(r), îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå. Êàêèçâåñòíî, |ψ(r)|2d3r � âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â ýëåìåíòåîáúåìà d3r îêîëî òî÷êè r. ßñíî, ÷òî r âîâñå íå ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòè-öû. Îí ñòàíîâÿòñÿ òàêîâûì, òîëüêî åñëè ÷àñòèöà îáíàðóæèâàåòñÿèìåííî â ýòîì ìåñòå ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèáîðîì. Òàêèì îáðàçîì,131



r � ðàäèóñ-âåêòîð íå ÷àñòèöû, à ïðèáîðà, ¾æåëàþùåãî¿ ïîéìàòü÷àñòèöó.Ïóñòü òåïåðü ó íàñ èìåþòñÿ äâå ÷àñòèöû. Ïîëíûå íàáîðû ¾èõêîîðäèíàò¿ îáîçíà÷èì τ1 è τ2. Ïî òîëüêî ÷òî âûñêàçàííîé èíòåð-ïðåòàöèè ýòî � êîîðäèíàòû äâóõ ïðèáîðîâ. Âåðîÿòíîñòü îáíàðó-æèòü îäíó ÷àñòèöó â ïåðâîì ïðèáîðå, à âòîðóþ � âî âòîðîì âïðåäåëàõ èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò dτ1 è dτ2 ðàâíà |ψ(τ1, τ2)|2dτ1dτ2.Ïåðåñòàâèì ïðèáîðû. Ïðèáîðû � ìàêðîñêîïè÷åñêèå óñòðîéñòâà, èïåðåñòàâëÿòü èõ ìîæíî. Âåðîÿòíîñòü, ÷òî îïÿòü-òàêè îäíà ÷àñòèöàïîïàäåò â ïåðâûé ïðèáîð, à äðóãàÿ � âî âòîðîé, îò ïåðåñòàíîâêèïðèáîðîâ íå èçìåíèòñÿ, òàê ÷òî
|ψ(τ2, τ1)|2dτ1dτ2 = |ψ(τ1, τ2)|2dτ1dτ2è, òàê êàê çàçîðû êîîðäèíàò íå èçìåíèëèñü,

|ψ(τ2, τ1)| = |ψ(τ1, τ2)|.Ñîâïàäåíèå ìîäóëåé îçíà÷àåò âîçìîæíîå ðàçëè÷èå âîëíîâûõ�óíêöèé íà �àçîâûé ìíîæèòåëü:
ψ(τ2, τ1) = eiαψ(τ1, τ2).Ñäåëàâ ïåðåñòàíîâêó ïðèáîðîâ åùå ðàç, ïîëó÷èì, ÷òî e2iα = 1 è,ñëåäîâàòåëüíî, eiα = ±1.2. Äâà êëàññà ÷àñòèö. Èç ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïóíê-òà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò, ñîïîñòàâëÿåìûõ äâóì÷àñòèöàì, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò íèõ, ëèáî íå ìåíÿåòñÿâîâñå, ëèáî ìåíÿåò çíàê. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòà �óíêöèÿ ñèììåòðè÷-íà îòíîñèòåëüíî ïîëíûõ íàáîðîâ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, âî âòîðîì �àíòèñèììåòðè÷íà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî ñèììåòðèè èëèàíòèñèììåòðèè íå ìîæåò èçìåíèòüñÿ ñî âðåìåíåì [21,24℄. Â ñâÿçèñ ýòèì ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ïÿòûé ïîñòóëàò.Ïÿòûé ïîñòóëàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Âñå ýëåìåíòàð-íûå ÷àñòèöû äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà: îäíè îïèñûâàþòñÿ ñèììåò-ðè÷íûìè âîëíîâûìè �óíêöèÿìè, äðóãèå � àíòèñèììåòðè÷íûìè.Ïåðâûå èìåþò öåëûé ñïèí, âòîðûå � ïîëóöåëûé.Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïîñòóëàòà ìû äîêàçàëè. Âòîðîå äîêàçû-âàåòñÿ â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå [5℄.Èç ïîñòóëàòà âûòåêàåò îäíî ñëåäñòâèå: ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûìñïèíîì íå ìîãóò èìåòü ñîâïàäàþùèìè ïîëíûå íàáîðû êîîðäèíàò,132



ò. å. íàõîäèòüñÿ â îäíîé òî÷êå ñ îäèíàêîâûìè ïðîåêöèÿìè ñïèíà.Äåéñòâèòåëüíî, àíòèñèììåòðè÷íàÿ �óíêöèÿ ψ(τ, τ) = 0, òàê êàêïðè ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ îíà äîëæíà ìåíÿòü çíàê, à íà ñàìîìäåëå îíà íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì Ïàóëè.Åùå îäíó �îðìóëèðîâêó ïðèíöèïà Ïàóëè ïîëó÷èì íèæå.ßñíî, ÷òî ñâîéñòâà, ñ�îðìóëèðîâàííûå äëÿ äâóõ ÷àñòèö, îñòà-þòñÿ âåðíûìè è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.3. Âîëíîâûå �óíêöèè íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö.Ïóñòü Ĥ0(τ) � ãàìèëüòîíèàí îäíîé ÷àñòèöû è ìû çíàåì åãî ñ.ç. èñ.�.:
Ĥ0(τ)ψn(τ) = Enψn(τ).Åñëè ñèñòåìà ñîñòîèò èç N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö è ìîæíî ïðå-íåáðå÷ü èõ âçàèìîäåéñòâèåì, òî ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû

Ĥ =
N∑

j=1

Ĥ0(τj). (5)Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè
ĤΨ(τ1, ..., τN ) = EΨ(τ1, ..., τN ) (6)äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Èùåì ðåøåíèå â âèäå

Ψ(τ1, ..., τN ) =

N∏

j=1

ψnj
(τj). (7)Ïðè ïîäñòàíîâêå ïðîèçâåäåíèÿ (7) â óðàâíåíèå (6) êàæäûé îïåðà-òîð èç ñóììû (5) äåéñòâóåò òîëüêî íà �óíêöèþ ñ òåìè æå àðãóìåí-òàìè, îò êîòîðûõ ñàì çàâèñèò. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê âûâîäó,÷òî âñå òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (6),ïðè÷åì

E =

N∑

j=1

Enj
.Îäíàêî íå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) èìåþò �èçè÷åñêèé ñìûñë.Îíè åùå äîëæíû îáëàäàòü îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè.Ïðîèçâåäåíèÿ âèäà (7) òðåáóåòñÿ ñèììåòðèçîâàòü.133



Äëÿ äâóõ ÷àñòèö ñèììåòðèçàöèþ ïðîèçâåñòè ñîâñåì ëåãêî. Åñ-ëè �óíêöèè îäèíàêîâûå, òî ñèììåòðè÷íî èõ ïðîèçâåäåíèå, à àíòè-ñèììåòðè÷íóþ êîìáèíàöèþ ñîñòàâèòü íåâîçìîæíî. Åñëè æå �óíê-öèè ψn1
(τ) è ψn2

(τ) ðàçíûå, òî ñèììåòðè÷íàÿ è àíòèñèììåòðè÷íàÿèõ êîìáèíàöèè èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä
Ψs(τ1, τ2) =

1√
2
[ψn1

(τ1)ψn2
(τ2) + ψn1

(τ2)ψn2
(τ1)],

Ψa(τ1, τ2) =
1√
2
[ψn1

(τ1)ψn2
(τ2) − ψn1

(τ2)ψn2
(τ1)].Àíàëîãè÷íî ñèììåòðè÷íàÿ �óíêöèÿ äëÿ N ÷àñòèö ïðè ðàçëè÷-íûõ �óíêöèÿõ

Ψs(τ1, ..., τN ) =
1√
N !

∑

(n1...nN )

N∏

j=1

ψnj
(τj), (8)ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì èíäåêñîâ. Åñëè íåêîòîðûå�óíêöèè ñîâïàäàþò, òî èõ ñèììåòðèçîâàòü íå ñëåäóåò, à èõ ÷èñëîèñêëþ÷àåòñÿ èç íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ N !.Àíòèñèììåòðè÷íûå �óíêöèè âûðàæàþòñÿ òàêîé æå ñóììîé,÷òî è (8), îäíàêî â åå ñëàãàåìûå äîáàâëÿþòñÿ çíàêè, îáåñïå÷èâàþ-ùèå àíòèñèììåòðèþ. Çíàê áåðåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷åòíîñòüþ èëèíå÷åòíîñòüþ [n1...nN ] ïåðåñòàíîâêè (n1...nN ):

Ψa(τ1, ..., τN ) =
1√
N !

∑

(n1...nN )

(−1)[n1...nN ]
N∏

j=1

ψnj
(τj).Íî òàêàÿ ñóììà, êàê èçâåñòíî, ðàâíà îïðåäåëèòåëþ, ñîñòàâëåííîìóèç ñòðîê, â êîòîðûõ �óíêöèè ðàñïîëîæåíû, íàïðèìåð, ïî ïîðÿäêóíîìåðîâ èõ àðãóìåíòîâ:

Ψa(τ1, ..., τN ) =
1√
N !

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ψn1
(τ1) ... ψn1

(τN )
... ... ...

ψnN
(τ1) ... ψnN

(τN )

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.Åñëè êàêèå-ëèáî äâå �óíêöèè ñîâïàäàþò, òî îïðåäåëèòåëü ñî-äåðæèò îäèíàêîâûå ñòðî÷êè è ðàâåí íóëþ. Ýòîò �àêò îòðàæàåòïðèíöèï Ïàóëè, êîòîðûé �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äâåíåâçàèìîäåéñòâóþùèå ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì íå ìîãóò íà-õîäèòüñÿ â îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè.134



4. Âîëíîâûå �óíêöèè äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåê-òðîíîâ â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà íå ó÷è-òûâàåò ñïèíà. Îäíàêî, êàê óæå ãîâîðèëîñü, åñëè ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿâî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, òî åãî âçàèìîäåéñòâèå ñî ñïèíàìèñëàáî è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà ïðîñòðàíñòâåííûå è ñïèíî-âûå ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, è íàéäåííûå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà âîëíîâûå �óíêöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ìîæ-íî ïðîñòî óìíîæèòü íà ñïèíîâûå �óíêöèè � äâóõðÿäíûå âåêòîðû,íàçûâàåìûå ñïèíîðàìè.Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì îïèñàíèå ñèñòåìû èç äâóõ íåâçàèìî-äåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ. Èõ ïîëíûå âîëíîâûå �óíêöèè äîëæíûáûòü àíòèñèììåòðè÷íûìè. Ýòè �óíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿñïîñîáàìè: ëèáî ñèììåòðè÷íóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ �óíêöèþ óìíî-æèòü íà àíòèñèììåòðè÷íóþ ñïèíîâóþ, ëèáî, íàîáîðîò, àíòèñèì-ìåòðè÷íóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ � íà ñèììåòðè÷íóþ ñïèíîâóþ.Ïóñòü ïðîñòðàíñòâåííûå �óíêöèè ñèñòåìû ψn1
(r) è ψn2

(r). Èõñèììåòðè÷íàÿ è àíòèñèììåòðè÷íàÿ êîìáèíàöèè
ψs(r1, r2) =

ψn1
(r1)ψn2

(r2) + ψn1
(r2)ψn2

(r1)√
2

,

ψa(r1, r2) =
ψn1

(r1)ψn2
(r2) − ψn1

(r2)ψn2
(r1)√

2
.Åñëè �óíêöèè ñîâïàäàþò, òî ñèììåòðè÷íàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà ïðî-ñòî èõ ïðîèçâåäåíèþ:

ψs = ψn1
(r1)ψn1

(r2),à àíòèñèììåòðè÷íóþ ñîñòàâèòü íåâîçìîæíî.Ïóñòü îäíî÷àñòè÷íûå ñïèíîðû, îòâå÷àþùèå ïðîåêöèÿì ñïèíàíà îñü z, ðàâíûì h̄/2 è −h̄/2, îáîçíà÷åíû
u+ =

(
1
0

)

, u− =

(
0
1

)

.Èç íèõ äëÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ ìîæíî ñîñòàâèòü òðè ñèììåòðè÷íûå èîäíó àíòèñèììåòðè÷íóþ êîìáèíàöèè (â èíäåêñàõ óêàçàíû ïîëíûéñïèí è åãî ïðîåêöèÿ íà îñü z):
u1 1 =u

(1)
+ u

(2)
+ , u1 0 =

1√
2
[u

(1)
+ u

(2)
− +u

(2)
+ u

(1)
− ], u1−1 =u

(1)
− u

(2)
− , (9)

u00 =
1√
2
[u

(1)
+ u

(2)
− − u

(2)
+ u

(1)
− ]. (10)135



Ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñïèíîðîâ îáðàçóþò òàê íàçûâàåìîå ïðÿìîå ïðî-èçâåäåíèå. Ýòîò òåðìèí îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ê íåìó êàêî-ãî�ëèáî îïåðàòîðà íà ñïèíîðû ñ àðãóìåíòàìè 1 âîçäåéñòâóþò ÷àñòèîïåðàòîðà, çàâèñÿùèå îò ýòèõ àðãóìåíòîâ. Àíàëîãè÷íî ñ àðãóìåí-òàìè 2.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé âîëíîâîé �óíêöèè äâóõ ýëåêòðîíîâ íà-äî ñèììåòðè÷íóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ �óíêöèþ óìíîæèòü íà àíòè-ñèììåòðè÷íóþ ñïèíîâóþ è íàîáîðîò. Çàìåòèì, ÷òî â òàêîé �îðìåâîëíîâûå �óíêöèè îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïî ñõå-ìå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ò. å. â âèäå îïðåäåëèòåëåé. Ìîæíî, îäíà-êî, ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè îäíîãî âèäà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèèäðóãîãî ëèíåéíûì îáðàçîì.� 4. Àòîì ãåëèÿ1. Êëàññè�èêàöèÿ óðîâíåé. Îïåðàòîð �àìèëüòîíà äëÿ àòî-ìà ãåëèÿ áåç ó÷åòà äâèæåíèÿ ÿäðà èìååò âèä
Ĥ = Ĥ0(r1) + Ĥ0(r2) +

e2

|r1 − r2|
, (11)ãäå

Ĥ0(r) = − h̄2

2me
∆r −

2e2

r� îïåðàòîð, ðàâíûé ñóììå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà è åãîïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëå ÿäðà ñ çàðÿäîì Z = 2. Ïîñëåäíååñëàãàåìîå â (11) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ.Ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà Ĥ0 íàì èçâåñòíû � ýòî êó-ëîíîâñêèå �óíêöèè ψnlm(r). Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïðåíåáðåãà-åì âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîâ. Òîãäà ïîëíûå âîëíîâûå �óíêöèèñòðîÿòñÿ ïî ñõåìå, ïðèâåäåííîé â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à.Ïóñòü ìû ñòðîèì ýòè �óíêöèè, èñõîäÿ èç ñîñòîÿíèé ñ êâàíòîâûìè÷èñëàìè n1l1m1 è n2l2m2. Íåâîçìîæíî, ÷òîáû îáà ãëàâíûõ êâàí-òîâûõ ÷èñëà áûëè áû áîëüøå 1. Èç-çà îñîáåííîñòè ñõåìû óðîâíåéýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå, ñîãëàñíî êîòîðîé ðàññòîÿíèå âòî-ðîãî óðîâíÿ äî êîíòèíóóìà ìåíüøå, ÷åì äî ïåðâîãî, ñîñòîÿíèå ñäâóìÿ âîçáóæäåííûìè ýëåêòðîíàìè íåóñòîé÷èâî. Ýíåðãèè îäíîãî136



èç ýëåêòðîíîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûáèòü âòîðîé èç àòîìà. Ïðè âîç-áóæäåíèè îáîèõ ýëåêòðîíîâ ïðîèñõîäèò òàê íàçûâàåìàÿ àâòîèîíè-çàöèÿ, è àòîì ãåëèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â èîí. Ïîýòîìó îäíî èç ãëàâíûõêâàíòîâûõ ÷èñåë íåîáõîäèìî âçÿòü ðàâíûì 1, ò. å. â êà÷åñòâå îäíîéèç �óíêöèé � ψ100(r). Âòîðóþ îáîçíà÷èì ψn l m(r).Èç ýòèõ �óíêöèé ñîñòàâëÿåì ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷-íûå êîìáèíàöèè, êîòîðûå óìíîæàåì ñîîòâåòñòâåííî íà àíòèñèì-ìåòðè÷íûå è ñèììåòðè÷íûå ñïèíîðû. Ýíåðãèè âñåõ ýòèõ ñîñòîÿíèéâ îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè îäèíàêîâû è âàòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö ðàâíû
En(He) = E1 + En = −22

2
− 22

2n2
= −2 − 2

n2
.Ñîñòîÿíèÿ ñ ñèììåòðè÷íûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè �óíêöèÿìè ìîæ-íî óìíîæàòü òîëüêî íà åäèíñòâåííóþ ñïèíîâóþ êîìáèíàöèþ (10),à ñ àíòèñèììåòðè÷íûìè � íà îäíó èç òðåõ (9). Ïîýòîìó ïåðâûåñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ ñèíãëåòíûìè, à âòîðûå � òðèïëåòíûìè.Åñëè è äëÿ âòîðîãî ýëåêòðîíà n = 1, òî èç ïðîñòðàíñòâåííûõ�óíêöèé ìîæíî ñîîðóäèòü òîëüêî îäíó ñèììåòðè÷íóþ êîìáèíàöèþâ âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ψ100(r1)ψ100(r2). Åå ìîæíî óìíîæèòü òîëüêîíà àíòèñèììåòðè÷íóþ ñïèíîâóþ êîìáèíàöèþ (10), êîòîðàÿ åäèí-ñòâåííà. Ïîýòîìó îñíîâíîå ñîñòîÿíèå àòîìà ãåëèÿ ñèíãëåòíî. Âñåîñòàëüíûå ìîãóò áûòü êàê ñèíãëåòíûìè, òàê è òðèïëåòíûìè.2. Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. �àññ÷èòàåì åå äâóìÿ ñïî-ñîáàìè, èñïîëüçóÿ àòîìíûå åäèíèöû.1) �àñ÷åò ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Êàê ñêàçàíî âûøå, â íó-ëåâîì ïðèáëèæåíèè âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìàãåëèÿ åñòü ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå ñ.�. îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âîäîðî-äîïîäîáíîãî àòîìà ñ çàðÿäîì ÿäðà Z = 2. Çàïèøåì åå â âèäå

ψZ(r1, r2)=ψ100(r1)ψ100(r2)=
Z3/2

√
π
e−Zr1

Z3/2

√
π
e−Zr2 =

Z3

π
e−Zr1−Zr2(12)ïðè Z = 2. Â ýòîì æå ïðèáëèæåíèè ýíåðãèÿ E1(He) = −4.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ êàêâîçìóùåíèå. Ïîñêîëüêó óðîâåíü íåâûðîæäåí, ïåðâàÿ ïîïðàâêà ðàâ-íà ñðåäíåìó çíà÷åíèþ âîçìóùåíèÿ â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè.Íàéäåì åå, íå ïîäñòàâëÿÿ ñíà÷àëà Z = 2. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòüøåñòèêðàòíûé èíòåãðàë � ïî r1 è r2. Òðè èíòåãðèðîâàíèÿ âûïîë-íèòü î÷åíü ïðîñòî. Äëÿ ýòîãî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî r2 âûáåðåì137



ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïîëÿðíàÿ îñü ïðè çàêðåïëåííîì r1áûëà íàïðàâëåíà ïî r1. Òîãäà |r1−r2| =
√

r21 + r22 − 2r1r2 cos θ2. Ïðèòàêîì âûáîðå îñåé íè �óíêöèÿ (12), íè âîçìóùåíèå íå çàâèñÿò íèîò àçèìóòîâ, íè îò çåíèòíîãî óãëà θ1. Ïî ýòèì òðåì ïåðåìåííûìèíòåãðàëû ìîæíî âçÿòü ñðàçó, ÷òî äàåò ìíîæèòåëü 2π ·2π ·2 = 8π2.Îñòàþòñÿ èíòåãðàëû ïî r1, r2 è ïî óãëó θ2. Âìåñòî óãëà θ2 ââåäåìïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ µ = cos θ2. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âìå-ñòî r1 è r2 ìîæíî ââåñòè ïåðåìåííûå r′1 = Zr1 è r′2 = Zr2. Òàêêàê �óíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ïðè ýêñïîíåíòàõ, îäíîðîäíà ïî r1 è r2, òîìíîæèòåëü Z âûíåñåòñÿ â ïåðâîé ñòåïåíè. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ çàìå-÷àíèåì, ñäåëàííûì ðàíåå, ÷òî âñå ìàñøòàáû â âîäîðîäîïîäîáíûõàòîìàõ ïðîïîðöèîíàëüíû 1/Z. Â íàøåì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ ñðåäíååîò âåëè÷èíû, îáðàòíîé ðàäèàëüíîìó ðàññòîÿíèþ. Â ðåçóëüòàòå ïî-ïðàâêà, äåëåííàÿ íà Z, ðàâíà
a1

Z
= 8π2
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∞∫

0

r22dr2

1∫

−1

dµ
√
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∞∫
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∣
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1

4
− 1
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]

=
5

8
.Ïðè Z = 2 ïîïðàâêà ê ýíåðãèè â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö ðàâ-íà 5/4, à ýíåðãèÿ îñíîâíîãî óðîâíÿ E1(He) = −4 + 5/4 = −11/4 =

−2.75 à. å. (àòîìíûõ åäèíèö) èëè −74.8 ýÂ. Áîëåå òî÷íîå çíà÷åíèå,èçâåñòíîå èç ýêñïåðèìåíòà è óòî÷íåííûõ ðàñ÷åòîâ: −78.9 ýÂ. Ýòî138



ýíåðãèÿ îòðûâà îáîèõ ýëåêòðîíîâ, ò. å. ýíåðãèÿ äâóêðàòíîé èîíè-çàöèè àòîìà ãåëèÿ. Ýíåðãèÿ îäíîêðàòíîé èîíèçàöèè ðàâíà ýíåð-ãèè ∆E, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ äîáàâèòü ê ýíåðãèè óðîâíÿ, ÷òîáû îòàòîìà îòîðâàòü îäèí ýëåêòðîí. Â ñëó÷àå àòîìà ãåëèÿ ïîñëå îòðû-âà îäíîãî ýëåêòðîíà îñòàíåòñÿ âîäîðîäîïîäîáíûé èîí ñ çàðÿäîì
Z = 2 è ýíåðãèåé îñíîâíîãî óðîâíÿ −2. Çíà÷èò, ∆E = 0.75 à. å.èëè 20.4 ýÂ. Áîëåå òî÷íîå çíà÷åíèå ýíåðãèè îäíîêðàòíîé èîíèçà-öèè 0.90 à.å.= 24.5 ýÂ. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäîì òåîðèè âîçìóùåíèéìû íàøëè ýòó âåëè÷èíó ñ ïîãðåøíîñòüþ 20%.2) �àñ÷åò âàðèàöèîííûì ìåòîäîì. Òåïåðü ïðèìåíèì âàðèà-öèîííûé ìåòîä â òîì âèäå, êàê îí áûë ñ�îðìóëèðîâàí â ïîñëåäíåìïàðàãðà�å ïðåäûäóùåé ãëàâû.Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðèçàöèè âîçüìåì �óíêöèþ (12), ñ÷èòàÿ Zâàðüèðóåìûì ïàðàìåòðîì. Íàéäåì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ãàìèëüòî-íèàíà (11). Âû÷èñëèì øåñòèêðàòíûå èíòåãðàëû îò îòäåëüíûõ ñëà-ãàåìûõ ãàìèëüòîíèàíà. Ïðîùå âñåãî ýòî ñäåëàòü äëÿ ñëàãàåìûõ,ñîäåðæàùèõ 1/r. Åñëè ýòî 1/r1, òî èíòåãðàë îò ñ.�., çàâèñÿùåé îò
r2, ðàâåí 1. Ïîýòîìó ìîæíî íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå îò 1/r ñ ñ.�.
ψ100(r). Ýòî ñðåäíåå áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî Z, ïîýòîìó âû÷èñëå-íèå ìîæíî ïðîèçâåñòè ïðè Z = 1:

(ψZ , ψZ/r1) = Z(ψ100, ψ100/r) = Z
4π

π

∞∫

0

e−2rrdr = Z,òàê ÷òî ñóììà ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëüíûõ ýíåðãèé ýëåêòðî-íîâ ðàâíà −4Z.Íàéäåì òåïåðü ñðåäíåå îò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Âû÷èñëåíèåñðåäíåãî îò îïåðàòîðà Ëàïëàñà ãðîìîçäêî, ïîýòîìó ìû ïîñòóïèìèíà÷å. Ìû çíàåì, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èîíà ñ çàðÿäîì ÿäðà Z ðàâ-íà −Z2/2, à ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè −Z/r ðàâíî
−Z2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå îò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíî Z2/2.Ñðåäíåå îò ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìû óæå íàøëè.Ñîáðàâ âñå âìåñòå, íàéäåì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ãàìèëüòîíè-àíà

f(Z) = (ψZ , Ĥ ψZ) = 2
Z2

2
− 4Z +

5

8
Z = Z2 − 27

8
Z.Ìèíèìóì ýòîé �óíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè Z = 27/16 = 1.69, òàê ÷òî

E1(He) ≈
(

27

16

)2

− 27

8

27

16
= −

(
27

16

)2

= −2.85139



Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå äëÿ ýíåðãèè îäíîêðàòíîé èîíèçàöèè ãåëèÿäàåò ∆E = 0.85 à. å. = 23.1 ýÂ, ïîãðåøíîñòü êîòîðîé òåïåðüîêîëî 5%.Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åò âàðèàöèîííûì ìåòîäîì òî÷íåå, ÷åì ïîòåîðèè âîçìóùåíèé. Çàìåòèì, ÷òî íàèëó÷øåå çíà÷åíèå äëÿ ýíåð-ãèè ïîëó÷àåòñÿ íå ïðè Z = 2, êîãäà f(2) = −11/4 (ðàñ÷åò ïî òåî-ðèè âîçìóùåíèé), à ïðè Z = 27/16 = 1.69. Òàêîå îáñòîÿòåëüñòâîìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäûé ýëåêòðîíäâèæåòñÿ â ïîëå ÿäðà è äðóãîãî ýëåêòðîíà. Ý��åêòèâíîå çíà÷å-íèå Z = 1.69 ïîëó÷àåòñÿ ìåíüøå 2 ïîòîìó, ÷òî äðóãîé ýëåêòðîí÷àñòè÷íî ýêðàíèðóåò çàðÿä ÿäðà.3. Âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ íèõ ñîñòàâëÿåì ñèììåò-ðè÷íóþ (ñ ïëþñîì) è àíòèñèììåòðè÷íóþ (ñ ìèíóñîì) êîìáèíàöèèïðîñòðàíñòâåííûõ âîäîðîäîïîäîáíûõ ñ.�. ñ Z = 2:
ψ±(r1, r2) =

ψ100(r1)ψnlm(r2) ± ψ100(r2)ψnlm(r1)√
2

, n > 1.Ñèììåòðè÷íûå óìíîæàåì íà åäèíñòâåííóþ àíòèñèììåòðè÷íóþ, àí-òèñèììåòðè÷íûå � íà îäíó èç òðåõ ñèììåòðè÷íûõ ñïèíîâûõ âîë-íîâûõ �óíêöèé. Ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîãî òèïà îáðàçóþò ñèíãëåòíûåñîñòîÿíèÿ, âòîðîãî òèïà � òðèïëåòíûå.Íàéäåì ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè −2− 2/n2 ïî òåî-ðèè âîçìóùåíèé. Òàê êàê âîçìóùåíèå íå ñîäåðæèò ñïèíîâûõ ïåðå-ìåííûõ, â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñïèíîâûå �óíêöèè ðîëè íå èãðàþò,ò. å. âñå òðèïëåòíûå ñîñòîÿíèÿ ñ îäèíàêîâûìè ÷èñëàìè n è l èìåþòîäíó è òó æå ýíåðãèþ. ×èñëî m òàêæå íå âëèÿåò íà ýíåðãèþ.Ïîïðàâêà ê ýíåðãèè äëÿ ñîñòîÿíèé îáîèõ òèïîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:
a±1 =

∫
d3r1d

3r2
|r1 − r2|

ψ∗
±(r1, r2)ψ±(r1, r2) = C ±A.Ïåðâîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñ.�. âçÿòü ïðîñòî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

ψ(r1)ψnlm(r2):
C =

∫
d3r1d

3r2
|r1 − r2|

|ψ100(r1)|2|ψnlm(r2)|2.Ïåðåñòàíîâêà àðãóìåíòîâ íè÷åãî íå ìåíÿåò. Âòîðàÿ ÷àñòü îáÿçàíà140



ñâîèì ïîÿâëåíèåì ñèììåòðèçàöèè ñ.�.:
A = A∗ =

∫
d3r1d

3r2
|r1 − r2|

ψ∗
100(r1)ψ

∗
nlm(r2)ψ100(r2)ψnlm(r1).Âñå ñëåäñòâèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèöíàçûâàþòñÿ îáìåííûìè ý��åêòàìè. Âåëè÷èíà A íàçûâàåòñÿ îáìåí-íûì èíòåãðàëîì. Îí ïîëîæèòåëåí (ïîëîæèòåëüíîñòü èíòåãðàëà Cñîìíåíèé íå âûçûâàåò). Ïîýòîìó âñå òðèïëåòíûå ñîñòîÿíèÿ ëåæàòíèæå ïî ýíåðãèè, ÷åì ñèíãëåòíûå.4. Ñõåìà óðîâíåé àòîìà ãåëèÿ. Îíà ïîñòðîåíà â ðåçóëü-òàòå ïðîâåäåííûõ ìíîãî÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõèçìåðåíèé.
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�èñ. 10. Ñõåìà óðîâíåé àòîìà ãåëèÿ.Ñõåìà ïåðâûõ ÷åòûðåõ óðîâíåé ýíåðãèè àòîìà ãåëèÿ ïðèâåäåíàíà ðèñ. 10 áåç çíàêîâ ìèíóñ, ò. å. äàíû ýíåðãèè îäíîêðàòíîé èîíè-çàöèè ñ äàííîãî óðîâíÿ. Èñïîëüçîâàíà øêàëà ýíåðãèé â òûñÿ÷àõîáðàòíûõ ñàíòèìåòðîâ (103 ñì−1 ñîîòâåòñòâóåò 1.986 · 10−13 ýðã=141



0.1240 ýÂ). Îäíîâðåìåííî ñ ýíåðãèÿìè óêàçûâàåòñÿ ñïåêòðîñêîïè-÷åñêîå îáîçíà÷åíèå ñîñòîÿíèé, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî ñõåìàì n1“l�äëÿ ñèíãëåòîâ è n3“l� äëÿ òðèïëåòîâ (ñìûñë êàâû÷åê ó àçèìóòàëü-íîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà áûë îáúÿñíåí â êîíöå ãëàâû V). Ïóíêòèðîìîòìå÷åíû óðîâíè ýíåðãèè èîíèçîâàííîãî ãåëèÿ, à öè�ðû ó ñðåäíåéâåðòèêàëüíîé ÷åðòû óêàçûâàþò ýíåðãèè â ýÂ.Êàê âèäíî èç ñõåìû íà ðèñ. 10, âñå òðèïëåòíûå ñîñòîÿíèÿ äåé-ñòâèòåëüíî ëåæàò ãëóáæå ñèíãëåòíûõ, íî ñ âîçðàñòàíèåì íîìåðàóðîâíÿ ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè ñãëàæèâàåòñÿ.Ïåðåõîäû ìåæäó ñèíãëåòíûìè è òðèïëåòíûìè ñîñòîÿíèÿìè çà-ïðåùåíû î÷åíü ñòðîãî [6℄. Ôàêòè÷åñêè òàêèå ïåðåõîäû ñîâåðøàþòñÿ÷åðåç èîíèçàöèþ è ïîñëåäóþùóþ ðåêîìáèíàöèþ ñ äðóãîé ìóëü-òèïëåòíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ïðèðîäå ñóùå-ñòâóþò äâå ðàçíîâèäíîñòè àòîìîâ ãåëèÿ. Îíè èìåþò è ðàçëè÷íûåíàçâàíèÿ: ñèíãëåòíûé àòîì íàçûâàåòñÿ ïàðàãåëèåì, òðèïëåòíûé �îðòîãåëèåì. �àçëè÷èå ìåæäó íèìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ó ïàðà-ãåëèÿ ïîëíûé ñïèí äâóõ ýëåêòðîíîâ ðàâåí 0, ò. å. ñïèíû èõ àíòè-ïàðàëëåëüíû, â òî âðåìÿ êàê ñïèíû ýëåêòðîíîâ îðòîãåëèÿ ïàðàë-ëåëüíû è èõ ñóììà ðàâíà 1. Ïðîåêöèÿ ìîìåíòà ó ïàðàãåëèÿ òîëüêîîäíà (ðàâíàÿ 0), à ó îðòîãåëèÿ ïðîåêöèé 3: −1, 0,+1.Èòàê, â êóðñå ðàññìîòðåíû àòîìû âîäîðîäà è ãåëèÿ, ò. å. àòî-ìû ñ îäíèì è äâóìÿ ýëåêòðîíàìè. Áîëåå ïîäðîáíàÿ òåîðèÿ òàêèõàòîìîâ ñîäåðæèòñÿ â êíèãå [6℄.
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�ëàâà IX. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿñòîëêíîâåíèéÒåîðèÿ ñòîëêíîâåíèé � îäíà èç ñàìûõ îáøèðíûõ ÷àñòåé êâàí-òîâîé ìåõàíèêè. Åé îáû÷íî óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå â êíè-ãàõ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå [21,36℄, åé ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûåñïåöèàëüíûå ìîíîãðà�èè è ó÷åáíèêè [27,34℄. Â íàøåì êóðñå áóäóòäàíû òîëüêî ñàìûå íà÷àëüíûå ýëåìåíòû ýòîé òåîðèè. �àññìàòðè-âàåì òîëüêî óïðóãèå ïàðíûå ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö, ïðè êîòîðûõ íåèçìåíÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö, ò. å. íåïðîèñõîäèò âîçáóæäåíèÿ, èîíèçàöèè èëè ïîãëîùåíèÿ ÷àñòèö. �å-çóëüòàò ñòîëêíîâåíèÿ � èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ êàæäîé ÷àñòèöû êàêöåëîãî. ×àñòèöû ñ÷èòàþòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèìè.Äëÿ äåìîíñòðàöèè îñîáåííîñòåé ñòîëêíîâåíèé êâàíòîâûõ ÷à-ñòèö ñíà÷àëà èçëîæèì êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ óïðóãèõ ñòîëêíîâå-íèé.� 1. Êëàññè÷åñêîå ý��åêòèâíîå ñå÷åíèå óïðóãèõñòîëêíîâåíèé1. Ïðåäïîëîæåíèÿ è îïèñàíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Â ýòîìïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ êëàññè÷åñêèõ ÷à-ñòèö ïðè ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ïðåäïîëîæåíèÿõ [19℄.1) ×àñòèöû íå èñ÷åçàþò. Òàêîå ñòîëêíîâåíèå íàçûâàåòñÿ ðàñ-ñåÿíèåì.2) Ñòîëêíîâåíèÿ óïðóãèå, ò. å. âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ÷àñòèö íåìåíÿåòñÿ. ×àñòèöû ñ÷èòàþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè.3) Âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ïîòåíöèàëüíî, ò. å. ñèëà, ñ êîòîðîéêàæäàÿ ÷àñòèöà äåéñòâóåò íà äðóãóþ, çàâèñèò òîëüêî îò âçàèìíîãîïîëîæåíèÿ ÷àñòèö è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ãðàäèåíò ñêà-ëÿðíîé �óíêöèè.4) ×àñòèöû íåðåëÿòèâèñòñêèå.Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêèõ ÷àñòèö. Ïóñòü ìàññû ÷à-ñòèö m1 è m2. Â ìîìåíò âðåìåíè t ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ r1è r2. Îáû÷íî ïåðâîé ñ÷èòàåòñÿ òà ÷àñòèöà, êîòîðàÿ èìååò á�îëüøóþìàññó.Âìåñòî äâèæåíèÿ äâóõ ÷àñòèö ïîðîçíü óäîáíî ðàññìàòðèâàòüäâèæåíèå öåíòðà ìàññ è îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå. Ââåäåì îáîçíà-÷åíèÿ R =
m1r1 +m2r2

m1 +m2
, r = r2 − r1. Çäåñü R � ðàäèóñ-âåêòîð143



öåíòðà ìàññ, à r� ðàäèóñ-âåêòîð âòîðîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ïåð-âîé. Ïåðâàÿ ÷àñòèöà íàçûâàåòñÿ ìèøåíüþ, à âòîðàÿ � íàëåòàþùåé.Îáðàòíûå çàâèñèìîñòè èìåþò âèä
r1 = R − m2

m1 +m2
r = R − m

m1
r, r2 = R +

m1

m1 +m2
r = R +

m

m2
r,ãäå m � ïðèâåäåííàÿ ìàññà:

m =
m1m2

m1 +m2
.Ñîãëàñíî âòîðîìó è òðåòüåìó çàêîíàì Íüþòîíà óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ ÷àñòèö ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

m1r̈1 = −F(r), m2r̈2 = F(r), (1)ãäå F(r) � ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Èç óðàâíåíèé (1) íåïîñðåäñòâåííîâûòåêàåò, ÷òî
m1r̈1 +m2r̈2 = 0, m1ṙ1 +m2ṙ2 = (m1 +m2)V0, (2)ãäå V0 � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ. Ïðîèíòåãðèðîâàâ âòîðîåóðàâíåíèå, ïîëó÷èì

R(t) = V0t+ R0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö äâèæåòñÿ ïðÿ-ìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî.Âû÷òÿ ïåðâîå óðàâíåíèå â (1), äåëåííîå íà m1, èç âòîðîãî, äå-ëåííîãî íà m2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå îòíîñèòåëüíîåäâèæåíèå:
mr̈ = F(r). (3)Èìåííî ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â äàëüíåéøèõ ðàññóæäå-íèÿõ.2. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîé ñèëû

F òàêèõ çàêîíîâ äâà: à) çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, âûðàæàåìûéâòîðûì ðàâåíñòâîì (2), è á) çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, êîòîðûé ìûñåé÷àñ âûâåäåì.Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ 2) ïðåäñòàâèì ñèëó â âèäå F(r) =
−∇V (r), ãäå V (r) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Ïðè ýòîì ïðèíèìà-åòñÿ, ÷òî ïðè |r| → ∞ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ V (r) → 0, ò. å. íàáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ÷àñòèöàìè âçàèìîäåéñòâèå îñëàáåâà-åò. 144



Óìíîæèì óðàâíåíèå (3) íà ṙ è ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå ñèëû÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ:
mr̈ ṙ = F(r) ṙ = −ṙ∇V (r).Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü:

m
ṙ 2

2
+ V (r) = E.Ýòî ðàâåíñòâî âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïðè÷åì E �ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Êîíå÷íî, ñîõðàíÿåòñÿíå òîëüêî ýíåðãèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ, íî è ïîëíàÿ ýíåðãèÿñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö. Äåéñòâèòåëüíî,

m1

2
ṙ 2
1 +

m2

2
ṙ 2
2 +V (r)=

m1

2

(

V0−
m

m1
ṙ

)2

+
m2

2

(

V0 +
m

m2
ṙ

)2

+

+ V (r) =
m1 +m2

2
V2

0 + E.Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè öåíòðà ìàññ è ïîëíîé ýíåðãèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ.3. Ñòîëêíîâåíèå. Ïîä ñòîëêíîâåíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðî-öåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, ïðè÷åì îáû÷íî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-åò òîëüêî ðåçóëüòàò ñòîëêíîâåíèÿ. Çàäàþòñÿ èìïóëüñû ÷àñòèö ¾äîñòîëêíîâåíèÿ¿ è ¾ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ¿, ïðè÷åì �îðìàëüíî ñ÷èòà-åòñÿ, ÷òî ýòèì ñîñòîÿíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòû t = ±∞. ×àñòè-öû ïðèõîäÿò èç áåñêîíå÷íîñòè, âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì èïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàñõîäÿòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü:Äî ñòîëêíîâåíèÿ, t = −∞ Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, t = +∞
m1ṙ1(−∞)=p1 |r(−∞)|=+∞ m1ṙ1(+∞)=p ′

1 |r(+∞)|=+∞
m2ṙ2(−∞)=p2 V (r(−∞))=0 m2ṙ2(+∞)=p ′

2 V (r(+∞))=0Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà, çàïèñàííûå äëÿ ïðå-äåëüíûõ ìîìåíòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ, äàþò
p1 + p2 = p ′

1 + p ′
2,

p 2
1

2m1
+

p 2
2

2m2
=

p ′
1
2

2m1
+

p ′
2
2

2m2
.Ñîõðàíÿåòñÿ ñóììà êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ÷àñòèö, òàê êàê ïîòåíöè-àëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íà áåñêîíå÷íîì ðàññòîÿíèè ìåæäó÷àñòèöàìè îáðàùàåòñÿ â íóëü. 145



Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîðîâ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè äîè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ:
v = vn0 = ṙ(−∞) =

p2

m2
− p1

m1
, v′ = v′n = ṙ(∞) =

p ′
2

m2
− p ′

1

m1
.Åäèíè÷íûå âåêòîðû n0 è n çàäàþò íàïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ñêî-ðîñòè. Èç ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñëåäóåò,÷òî

v2 = |ṙ(−∞)|2 =
2

m
E, v′ 2 = |ṙ(+∞)|2 =

2

m
E,ò. å. âåëè÷èíû ìîäóëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèö äî ñòîëêíî-âåíèÿ è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ îäèíàêîâû. Ýòî õàðàêòåðíîå ñâîéñòâîóïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ.Èñõîäÿ èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ âñå èìïóëüñû ìîæíî âûðàçèòü÷åðåç ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ è îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè. Ñ ó÷åòîìðàâåíñòâà âåëè÷èí ïîñëåäíèõ

p1 =m1V0−mvn0 p ′
1 =m1V0−mvn p ′

1 =p1+mvn0−mvn
p2 =m2V0+mvn0 p ′

2 =m2V0+mvn p ′
2 =p2 −mvn0+mvnÇäåñü â ïîñëåäíåì ñòîëáöå èìïóëüñû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ âûðàæå-íû ÷åðåç èìïóëüñû äî ñòîëêíîâåíèÿ (êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíû-ìè) è îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè. Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü äî ñòîëêíî-âåíèÿ ïîëíîñòüþ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èìïóëüñû ÷àñòèö äî ñòîëêíîâå-íèÿ. Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ ïîñëå ñòîëêíî-âåíèÿ. Ó íåå ÷åðåç èçâåñòíûå èìïóëüñû âûðàæàåòñÿ òîëüêî ìîäóëü

v′ = v, à íàïðàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå åäèíè÷íûì âåêòîðîì n, ÷åðåçíèõ íå âûðàæàåòñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íåèç-âåñòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ èìïóëüñîâ äâóõ ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿøåñòü, à çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ òîëüêî ÷åòûðå, òàê ÷òî äëÿ ïîëíîãîîïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ èìïóëüñîâ íåîáõîäèìî åùå äâà äîïîëíèòåëü-íûõ ïàðàìåòðà. Òàêèìè ïàðàìåòðàìè ñëóæàò äâà ñ�åðè÷åñêèõ óã-ëà, çàäàþùèõ âåêòîð
n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).Íàèáîëåå åñòåñòâåííî âûáðàòü â êà÷åñòâå ïîëÿðíîé îñè âåêòîð n0.Òîãäà óãîë θ õàðàêòåðèçóåò ïîâîðîò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè â ðå-çóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ è íàçûâàåòñÿ óãëîì ðàññåÿíèÿ. ×àñòî âìåñòîñàìîãî óãëà θ èñïîëüçóåòñÿ åãî êîñèíóñ µ = cos θ.146



4. Äâå ñèñòåìû îòñ÷åòà. Â òåîðèè ñòîëêíîâåíèé ÷àùå âñåãîèñïîëüçóþòñÿ äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îäíà èç íèõ ñâÿçûâàåòñÿ ñöåíòðîì ìàññ è ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé öåíòðà ìàññ.Íàçâàíèå âòîðîé � ëàáîðàòîðíàÿ � èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ê ðàçëè÷-íûì ñèñòåìàì îòñ÷åòà. Çäåñü ëàáîðàòîðíîé ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþË.Ä.Ëàíäàó è Å.Ì.Ëè�øèöà [21℄ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà, âêîòîðîé îäíà èç ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö äî ñòîëêíîâåíèÿ ïîêîèò-ñÿ. Ñîïîñòàâèì èìïóëüñû è ñêîðîñòè â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà:Ñèñòåìà öåíòðà ìàññ Ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà
V0 =0 V0 =

m

m1
v

p1 =−mv p ′
1 =−mvn v=vn0 p1 =0 p ′

1 =mv(n0−n)

p2 =mv p ′
2 =mvn v ′=vn p2 =m2v p ′

2 =mv

(

n+
m2

m1
n0

)Â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ÷àñòèöû äî ñòîëêíîâåíèÿ è ïîñëå íåãîèìåþò èìïóëüñû, ðàâíûå ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâ-ëåííûå. Óãîë ïîâîðîòà èìïóëüñîâ ÷àñòèö ñîâïàäàåò ñ óãëîì ðàññå-ÿíèÿ:
p′

1p1

m2v2
=

p′
2p2

m2v2
= nn0 = cos θ = µ.Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå óãëû ïîâîðîòà äâóõ ÷àñòèö ïî îòíîøåíèþê ïåðâîíà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû (êîòîðîå îä-íîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè) ðàç-ëè÷íû:

cos θ1 =
p2p

′
1

|p2||p′
1|

=
1 − µ√
2 − 2µ

=

√

1 − µ

2
= sin

θ

2
,

cos θ2 =
p2p

′
2

|p2||p′
2|

=
µ+m2/m1

√

1 +m2x2/m2
1 + 2(m2/m1)µ

.5. Ïàðàìåòðû ñòîëêíîâåíèÿ. Äâà óãëà θ è φ õàðàêòåðè-çóþò äâèæåíèå ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, à èìåííî, îíè çàäàþòíàïðàâëåíèå èõ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. Ýòèì äâóì ïàðàìåòðàìñîîòâåòñòâóþò äâà ïàðàìåòðà, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ÷à-ñòèö äî ñòîëêíîâåíèÿ è îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.×åðåç ÷àñòèöó-ìèøåíü ïðîâåäåì ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíî êíàïðàâëåíèþ âåêòîðà n0. Áóäåì íàçûâàòü ýòó ïëîñêîñòü êàðòèííîé147



ïëîñêîñòüþ ðàññåÿíèÿ. Âåêòîð îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè äî ñòîëêíî-âåíèÿ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âåêòîð n0 íàïðàâëåí â íåêîòîðóþ òî÷êóêàðòèííîé ïëîñêîñòè. Ïîëîæåíèå ýòîé òî÷êè íà ïëîñêîñòè ìîæíîçàäàòü ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè b è ε, âçÿâ çà öåíòð òî÷êó, ãäåíàõîäèòñÿ ÷àñòèöà�ìèøåíü. Êîîðäèíàòà b íàçûâàåòñÿ ïðèöåëüíûìðàññòîÿíèåì.Ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ïðîåêöèþ ðà-äèóñ-âåêòîðà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ íà êàðòèííóþ ïëîñêîñòüäî ñòîëêíîâåíèÿ. Ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäóðàäèóñ-âåêòîðîì è åãî ïðîåêöèåé íà íàïðàâëåíèå îòíîñèòåëüíîéñêîðîñòè, òàê ÷òî
b = lim

t→−∞

∣
∣
∣
∣
r − (r ṙ)

ṙ

|ṙ|2
∣
∣
∣
∣
.Òàêóþ æå âåëè÷èíó ìîæíî îïðåäåëèòü è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ:

b′ = lim
t→∞

∣
∣
∣
∣
r − (r ṙ)

ṙ

|ṙ|2
∣
∣
∣
∣
.Âòîðûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ äâóãðàííûé óãîë ε ìåæäó äâó-ìÿ ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ìèøåíü è ïåðïåíäèêóëÿðíû-ìè êàðòèííîé ïëîñêîñòè. Îäíà èç íèõ ïðîõîäèò ÷åðåç íåêîòîðóþ�èêñèðîâàííóþ òî÷êó íà ýòîé ïëîñêîñòè è ñëóæèò íà÷àëîì îòñ÷å-òà óãëîâ ε, à âòîðàÿ ñîäåðæèò âåêòîð v.Óãëû θ è φ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ b è ε. ×òîáûíàéòè òàêèå �óíêöèè, íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèÿ (3).6. Îïðåäåëåíèå ý��åêòèâíîãî ñå÷åíèÿ. Êàê ìû ïðåäïî-ëîæèëè, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïîýòîìó ïðè î÷åíü áîëüøèõ ïðèöåëüíûõ ðàñ-ñòîÿíèÿõ íàëåòàþùàÿ ÷àñòèöà ïðîéäåò äàëåêî îò ìèøåíè, è âçàè-ìîäåéñòâèå áóäåò ñëàáûì. Ìîæíî äóìàòü, ÷òî íà êàðòèííîé ïëîñ-êîñòè ñóùåñòâóåò êðèâàÿ b = b(ε), êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü,ñîäåðæàùóþ âíóòðè ñåáÿ òî÷êó-ìèøåíü. Ïðè ïîïàäàíèè ïðîåêöèèâåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè v â óêàçàííóþ îáëàñòü âçàèìîäåé-ñòâèå ñóùåñòâåííî, à âíå ýòîé îáëàñòè âëèÿíèåì ìèøåíè ìîæíîïðåíåáðå÷ü: íàëåòàþùàÿ ÷àñòèöà ïðîëåòàåò ñâîáîäíî, íå èçìåíÿÿñâîåãî íàïðàâëåíèÿ, ò. å. óãîë îòêëîíåíèÿ θ = 0. Ýòèì óñëîâèåìîïðåäåëÿåòñÿ è ãðàíèöà b = b(ε).Ïëîùàäü îáëàñòè íà êàðòèííîé ïëîñêîñòè, ãäå âëèÿíèå ìèøå-íè åùå ÷óâñòâóåòñÿ, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ý��åêòèâíûì ñå÷åíèåì148



ðàññåÿíèÿ. ßñíî, ÷òî ýòà ïëîùàäü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èí-òåãðàëîì â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:
σ0 =

2π∫

0

dε

b(ε)∫

0

bdb.Òó æå ïëîùàäü ìîæíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì â ïåðåìåííûõ,õàðàêòåðèçóþùèõ îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, �óãëàõ θ è φ, äëÿ ÷åãî ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðè-ðîâàíèÿ θ = θ(b, ε), φ = φ(θ, ε). ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ
D(θ, φ)

D(b, ε)
=

1

D(b, ε)

D(θ, φ)

.Â ïåðåìåííûõ θ, φ ïîëíîå ñå÷åíèå ïðåäñòàâèòñÿ ñëåäóþùåé �îð-ìóëîé:
σ0 =

∫

b
D(b, ε)

D(θ, φ)
dθdφ.Ýòó �îðìóëó çàïèñûâàþò èíà÷å:

σ0 =

∫

σ(n)d2n =

∫

σ(θ, φ) sin θdθdφ.×åðåç σ(n) îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà
σ(n) =

b

sin θ

∣
∣
∣
∣

D(b, ε)

D(θ, φ)

∣
∣
∣
∣
=

b

sin θ

1
∣
∣
∣
∣

D(θ, φ)

D(b, ε)

∣
∣
∣
∣

, (4)êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì ý��åêòèâíûì ñå÷åíèåìðàññåÿíèÿ. Îíà ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ý��åêòèâíî ðàññåèâàþòñÿïîä îïðåäåëåííûìè óãëàìè íàëåòàþùèå ÷àñòèöû.ßñíî, ÷òî êàê ïîëíîå, òàê è äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèÿ ïîîïðåäåëåíèþ èìåþò ðàçìåðíîñòü ïëîùàäè, ÷åì è îïðàâäûâàþòñÿèõ íàçâàíèÿ.Îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ çàñëóæèâàåò ñëó÷àé, êîãäà âçàèìî-äåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäóíèìè, ò. å. îòñóòñòâóåò âíåøíåå ïîëå, ïðèâîäÿùåå ê íåèçîòðîïíîñòèâçàèìîäåéñòâèÿ. 149



7. Ñëó÷àé ðàäèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
V = V (r) è F = −V ′(r)

r

r
. Ïðè ðàäèàëüíîì âçàèìîäåéñòâèè ñóùå-ñòâóåò åùå îäèí èíòåãðàë äâèæåíèÿ � èíòåãðàë ìîìåíòà. Äåéñòâè-òåëüíî, âåëè÷èíà ìîìåíòà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

L = mr × ṙñîõðàíÿåòñÿ, ÷òî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ
dL

dt
= L̇ = mṙ × ṙ +mr× r̈ = 0.Îáà âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû íóëþ, òàê êàê ñîìíîæèòåëèêîëëèíåàðíû. Ñîõðàíÿåòñÿ è ïîëíûé ìîìåíò:

m1r1 × ṙ1 +m2r2 × ṙ2 = m1

(

R − m

m1
r

)

×
(

V0 −
m

m1
ṙ

)

+

+

(

R +
m

m2
r

)

×
(

V0 +
m

m2
ṙ

)

= (m1 +m2)R0 × V0 + L.Èç ïîñòîÿíñòâà ìîìåíòà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû r è ṙ âî âðå-ìÿ äâèæåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðó ìîìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî,îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåíäè-êóëÿðíîé L. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî ìîæíî ïðèíÿòü φ = ε, òàêêàê ïîâîðîòîâ ïî àçèìóòó íå ïðîèñõîäèò. Òîãäà �îðìóëà äëÿ äè�-�åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ (4) óïðîùàåòñÿ: ââèäó îñåâîé ñèììåòðèèñòîëêíîâåíèÿ îíî çàâèñèò òîëüêî îò óãëà ðàññåÿíèÿ è
σ(θ) =

b

sin θ

∣
∣
∣
∣

db

dθ

∣
∣
∣
∣
=

b

sin θ

1
∣
∣
∣
∣

dθ

db

∣
∣
∣
∣

. (5)Ïîëíîå ñå÷åíèå
σ0 = 2π

π∫

0

σ(θ) sin θdθ.Âåëè÷èíà ìîìåíòà
L = m|r× ṙ| = m

∣
∣
∣
∣

[

r − (rṙ)
ṙ

|ṙ|2
]

× ṙ

∣
∣
∣
∣
= mbv. (6)Çäåñü ê ïåðâîìó ñîìíîæèòåëþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äîáàâëåíîñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ, ÷òî íå ìåíÿåò150



ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà L íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ïðèïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ â (6) ïðîèçâåäåí ïðåäåëüíûé ïå-ðåõîä t → −∞. Åñëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè t → ∞, òî ïîëó÷èòñÿ,î÷åâèäíî, L = mb′v′ = mb′v, òàê ÷òî ïðè ðàäèàëüíîì âçàèìîäåé-ñòâèè b′ = b.8. Âû÷èñëåíèå ñå÷åíèÿ ïðè ðàäèàëüíîì âçàèìîäåé-ñòâèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ V (r) ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðàñ-ñòîÿíèåì r.Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîéâåêòîðó L, ñ öåíòðîì â ÷àñòèöå-ìèøåíè. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ çàäà-äèì ðàäèóñ-âåêòîð îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿè è íàéäåì ñêîðîñòü:
r = r(cosχ, sinχ), ṙ = ṙ(cosχ, sinχ) + rχ̇(− sinχ, cosχ).Äâå ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ñêîðîñòè âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, ïðè-÷åì ïåðâàÿ êîëëèíåàðíà ðàäèóñ-âåêòîðó, à âòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíàåìó. Ïîýòîìó ýíåðãèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

E =
m

2
ṙ 2 + V (r) =

m

2
(ṙ2 + r2χ̇2) + V (r),à âåëè÷èíà ìîìåíòà

L = mr2|χ̇|.Èç ïðèâåäåííûõ ðàâåíñòâ íàõîäèì ïðîèçâîäíûå îò ïîëÿðíûõêîîðäèíàò íàëåòàþùåé ÷àñòèöû:
ṙ = ±

√

2

m

√

E − V (r) − L2

2mr2
, χ̇ = ± L

mr2
.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè ÷àñòèöû ïî îòíîøåíèþ ê ìèøåíèíàéäåì îòíîøåíèå ṙ è χ̇. Òåì ñàìûì ìû èñêëþ÷èì âðåìÿ è ðàçäå-ëèì ïåðåìåííûå:

dχ

dr
= ± L

mr2

√
m

2

1
√

E − V (r) − L2/(2mr2)
. (7)Äëÿ âûáîðà çíàêà íàäî ðàññìîòðåòü äåòàëè ñòîëêíîâåíèÿ, ò. å. óòî÷-íèòü òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íîì õàðàê-òåðå âçàèìîäåéñòâèÿ.Ïóñòü íà÷àëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü ïî-ëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè àáñöèññ, à ñàìà íàëåòàþùàÿ ÷àñòè-öà íàõîäèòñÿ íà ïðèöåëüíîì ðàññòîÿíèè b íàä ýòîé îñüþ. Ïðÿìàÿ151



x = b ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé òðàåêòîðèè. Íàëåòàþ-ùàÿ ÷àñòèöà ïðèõîäèò èç x = −∞, ñáëèæàåòñÿ ñ ìèøåíüþ è óäà-ëÿåòñÿ îò íåå âäîëü àñèìïòîòû, íàêëîíåííîé ïîä óãëîì ðàññåÿíèÿ
θ ê îñè àáñöèññ è îòñòîÿùåé íà ðàññòîÿíèå b îò ïàðàëëåëüíîé åéïðÿìîé, èñõîäÿùåé èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèèòðàåêòîðèè óãîë χ âäîëü íåå âñå âðåìÿ óáûâàåò.�àäèàëüíîå æå ðàññòîÿíèå r âäîëü òðàåêòîðèè èçìåíÿåòñÿ îò
+∞ ïðè t = −∞ äî +∞ ïðè t = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåòìîìåíò, êîãäà r äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ r0. Ïóñòü ýòî-ìó çíà÷åíèþ îòâå÷àåò óãîë χ0. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ (7)çàâèñèò òîëüêî îò r, òðàåêòîðèÿ îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëü-íî ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé íà÷àëî êîîðäèíàò ñ òî÷êîé íàèáîëüøåãîñáëèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè χ < χ0 ðàññòîÿíèå r óáûâàåò, à ïðè
χ > χ0 âîçðàñòàåò, òàê ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå â ðàâåíñòâå (7) ñëåäóåòáðàòü çíàê ¾+¿, à âî âòîðîì � çíàê ¾−¿.�àññìîòðèì äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñëó÷àÿ âçàèìîäåéñòâèÿ.1) Ïóñòü ÷àñòèöû îòòàëêèâàþòñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè V (r) > 0.Òîãäà òðàåêòîðèÿ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû âñå âðåìÿ ïîäíèìàåòñÿ íàäîñüþ àáñöèññ è òî÷êà íàèáîëüøåãî ñáëèæåíèÿ ëåæèò ïðè χ0 > π/2.Ïîñëå ñáëèæåíèÿ ÷àñòèöà óõîäèò ê àñèìïòîòå, íàïðàâëåííîé ïîäóãëîì θ ê îñè àáñöèññ â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, êàê èçîáðàæåíîíà ðèñ. 11,à. à á

−6 −4 −2 0 2 4

8

2

−6

−4

−2

−6 −4 −2 0 2 4 6
0

4

6

10

0

2

4
χ = χ0
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χ = θ χ = −θ
b χ = π�èñ. 11. Òðàåêòîðèè íàëåòàþùèõ ÷àñòèö:à � ïðè îòòàëêèâàíèè, á � ïðè ïðèòÿæåíèè.Òàêèì îáðàçîì, íà âåòâè òðàåêòîðèè, ãäå π > χ > χ0,

χ = π +

r∫

∞

∣
∣
∣
∣

dχ

dr

∣
∣
∣
∣
dr = π −

∞∫

r

∣
∣
∣
∣

dχ

dr

∣
∣
∣
∣
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Â ÷àñòíîñòè, óãîë, ïðè êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ çíàê ïðîèçâîäíîé ṙ,îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
χ0 = π −

∞∫

r0

∣
∣
∣
∣

dχ

dr

∣
∣
∣
∣
dr. (8)Íà çàêëþ÷èòåëüíîé âåòâè òîé æå òðàåêòîðèè χ0 > χ > θ, èìîæíî çàïèñàòü

χ = χ0 −
r∫

r0

∣
∣
∣
∣

dχ

dr

∣
∣
∣
∣
dr.Ïðè âûõîäå òðàåêòîðèè íà àñèìïòîòó

θ = χ0 −
∞∫

r0

∣
∣
∣
∣

dχ

dr

∣
∣
∣
∣
dr. (9)Èñêëþ÷èâ èç ñîîòíîøåíèé (8) è (9) óãîë χ0, ïîëó÷èì

θ = π − 2

∞∫

r0

∣
∣
∣
∣

dχ

dr

∣
∣
∣
∣
dr. (10)Çíà÷åíèå r0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðè ýòîì çíà÷åíèè çíà-ìåíàòåëü â (7) îáðàùàåòñÿ â íóëü.2) Ïóñòü V (r) < 0, òàê ÷òî ÷àñòèöû ïðèòÿãèâàþòñÿ. Òðàåêòî-ðèÿ äî íàèáîëüøåãî ñáëèæåíèÿ ÷àñòèö ïðèáëèæàåòñÿ ê îñè àáñöèññè íåïðåìåííî ïåðåñåêàåò åå � ðèñ. 11,á. Óãîë òî÷êè íàèáîëüøåãîñáëèæåíèÿ χ0 < π/2, è âåòâü òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé íàëåòàþùàÿ÷àñòèöà óäàëÿåòñÿ, íàïðàâëåíà â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü.Íà îáåèõ âåòâÿõ òðàåêòîðèè çàâèñèìîñòü χ îò r �îðìàëüíî òàæå, ÷òî è ïðè îòòàëêèâàíèè. Îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è ñîîòíîøå-íèå (8). Çàêëþ÷èòåëüíàÿ âåòâü îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ÷àñòèöà óõîäèòâ íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü, íàïðàâëåíèå åå óõîäà ñîñòàâëÿåò óãîë θ ñïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ, íî ýòîìó óãëó îòâå÷àåòóãîë χ = −θ. Ïîýòîìó â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ

θ = 2

∞∫

r0

∣
∣
∣
∣

dχ

dr

∣
∣
∣
∣
dr − π. (11)153



Ôîðìóëû (10) è (11) ìîæíî îáúåäèíèòü, åñëè ðàçíîñòè, ñòîÿùèå âèõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ, âçÿòü ïî ìîäóëþ.Òàê êàê L = mbv, òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ äàåò ñâÿçü ìåæäóóãëîì ðàññåÿíèÿ θ è ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèåì b ïðè îòíîñèòåëü-íîé ñêîðîñòè v. Çíàíèå ýòîé ñâÿçè ïîçâîëÿåò íàéòè ý��åêòèâíîåñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïî �îðìóëå (5). �àññìîòðèì äâà ïðèìåðà.9. Ïðèìåðû.1) Ñòîëêíîâåíèå àáñîëþòíî æåñòêèõ øàðîâ. Ïóñòü ñòàëêèâà-þòñÿ äâà øàðà ðàäèóñàìè R1 è R2. Ïðè ñòîëêíîâåíèè îíè îòðàæà-þòñÿ äðóã îò äðóãà ïî îáû÷íûì çàêîíàì îòðàæåíèÿ. Ñòîëêíîâåíèåâîçìîæíî òîëüêî ïðè ïðèöåëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ b < R1 + R2. Äîñòîëêíîâåíèÿ øàðû íå âçàèìîäåéñòâóþò è V (r) = 0. �àññòîÿíèåíàèáîëüøåãî ñáëèæåíèÿ ðàâíî, î÷åâèäíî, ñóììå r0 = R1 +R2. Ïðèóäàðå V (r0) = V (R1 +R2) = ∞.Ñîãëàñíî �îðìóëå (10)
θ = π − 2

L√
2mE

∞∫

r0

dr

r2
1

√

1 − L2/(2mEr2)
.Îòíîøåíèå L/√2mE = mbv/

√
m2v2 = b, òàê ÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè

y = b/r ïîëó÷àåòñÿ
θ = π − 2

b/r0∫

0

dy
√

1 − y2
= π − 2 arcsin

b

r0
= 2 arccos

b

r0èëè
cos

θ

2
=

b

r0
. (12)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà î÷åíü ïðîñòî. Äåé-ñòâèòåëüíî, ïðè b < r0 íàëåòàþùèé øàð îòðàæàåòñÿ ïîä óãëîì

θ ê îñè àáñöèññ â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Íàïðàâëåíèå íà òî÷êóíàèáîëüøåãî ñáëèæåíèÿ äåëèò äîïîëíèòåëüíûé äî π óãîë ïîïîëàì.�àññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè øàðîâ ðàâíî r0 � ýòî ãèïîòåíóçà âòðåóãîëüíèêå, â êîòîðîì êàòåòîì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì îñè àáñöèññ,ÿâëÿåòñÿ ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå, òàê ÷òî �îðìóëà (12) î÷åâèäíà.Èç (12) íàõîäèì, ÷òî db

dθ
= −r0

2
sin

θ

2
, òàê ÷òî äè��åðåíöèàëü-íîå ñå÷åíèå

σ(θ) =
b

sin θ

r0
2

sin
θ

2
=

br0

4 cos
θ

2

=
r20
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íå çàâèñèò îò óãëà. Ïîëíîå æå ñå÷åíèå ðàâíî ïëîùàäè êðóãà, ðàäèóñêîòîðîãî ðàâåí ñóììå ðàäèóñîâ ñòàëêèâàþùèõñÿ øàðîâ:
σ0 = 4πσ(θ) = πr20 = π(R1 +R2)

2.Êîíå÷íî, ýòîò ðåçóëüòàò òðèâèàëåí.2) Ôîðìóëà �åçåð�îðäà. Ïóñòü ñòàëêèâàþòñÿ äâå çàðÿæåííûå÷àñòèöû, âçàèìîäåéñòâóþùèå ïî çàêîíó Êóëîíà, ò. å.
V (r) =

Z1Z2e
2

r
,ãäå Z1 è Z2 � çàðÿäû ÷àñòèö. Ïðè îäèíàêîâûõ çíàêàõ çàðÿäîâ ïðî-èñõîäèò îòòàëêèâàíèå, ïðè ïðîòèâîïîëîæíûõ � ïðèòÿæåíèå. Îáàñëó÷àÿ îõâàòûâàþòñÿ �îðìóëîé

θ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2
L√
2mE

∞∫

r0

dr

r2
1

√

1 − Z1Z2e2/(Er) − L2/(2mEr2)
− π

∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (13)Çàìåíÿÿ, êàê è âûøå, îòíîøåíèå L/√2mE = b, äåëàÿ ïîäñòàíîâêó
r = b/y è îáîçíà÷àÿ áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå

y∗ =
Z1Z2e

2

mv2b
,ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (13):

θ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

y0∫

0

dy
√

1 + y2
∗ − (y − y∗)2

− π

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2 arcsin
1

√

1 + 1/y2
∗
. (14)Âåëè÷èíó y0 íàõîäèòü â ÿâíîì âèäå íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê îíà îïðå-äåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè y = y0 êîðåíü â çíàìåíàòåëå ïîäûíòåãðàëü-íîé �óíêöèè îáðàùàåòñÿ â íóëü, à ïðè òàêîì óñëîâèè àðêñèíóñðàâåí π/2. Óäâîåííîå çíà÷åíèå ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèè íà ýòîìïðåäåëå ñîêðàùàåòñÿ ñ π, ñòîÿùèì âíå èíòåãðàëà â (13). Èç (14)ñëåäóåò ñâÿçü ìåæäó ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèåì è óãëîì ðàññåÿíèÿ:

b =
|Z1Z2|e2
mv2

ctg
θ

2
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Ïîäñòàâèâ ýòîò ðåçóëüòàò â �îðìóëó (5), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîåâûðàæåíèå:
σ(θ) =

(
Z1Z2e

2

2mv2 sin(θ/2)

)2

. (15)Ôîðìóëà äëÿ ý��åêòèâíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ çàðÿæåííûõ÷àñòèö âûâåäåíà Ý. �åçåð�îðäîì â 1906 ã. è íîñèò åãî èìÿ. Ýòó �îð-ìóëó �åçåð�îðä èñïîëüçîâàë äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïëàíåòàðíîé ìî-äåëè àòîìà, èíòåðïðåòèðóÿ ýêñïåðèìåíò ïî ðàññåÿíèþ ÿäåð àòîìîâãåëèÿ (α-÷àñòèö) íà ÿäðàõ çîëîòà. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ �îð-ìóëû ÿâëÿåòñÿ ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñå÷åíèÿ îò ñêîðîñòè (∝ 1/v4)è áîëüøàÿ âåëè÷èíà äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðè ìàëûõ óãëàõðàññåÿíèÿ.Ïðè ïîïûòêå âû÷èñëèòü ïîëíîå ñå÷åíèå îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òîèíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ïðè θ → 0 äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèåïðîïîðöèîíàëüíî 1/θ4. Òàêîé áûñòðûé ðîñò ñå÷åíèÿ íà ìàëûõ óã-ëàõ íå êîìïåíñèðóåòñÿ ìíîæèòåëåì sin θ ∼ θ, âõîäÿùèì â ýëåìåíòòåëåñíîãî óãëà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ áåñêîíå÷-íî. Åãî áåñêîíå÷íîñòü íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêîé êàòàñòðî�û. Îíàîçíà÷àåò, ÷òî äàæå î÷åíü äàëåêèå ñòîëêíîâåíèÿ (ïðè î÷åíü áîëü-øèõ ïðèöåëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ) âñå æå âûçûâàþò îòêëîíåíèå íàëå-òàþùåé ÷àñòèöû íà ìàëûé óãîë.Ñ �îðìóëîé �åçåð�îðäà ìû åùå âñòðåòèìñÿ ïðè îáñóæäåíèèêâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.� 2. Êâàíòîâîå ý��åêòèâíîå ñå÷åíèåè åãî ñâÿçü ñ âîëíîâîé �óíêöèåé1. Îïðåäåëåíèå ý��åêòèâíîãî ñå÷åíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî íà íåïîäâèæíóþ ìèøåíü, ñîäåðæàùóþ ÷àñòèöû-ðàññåèâàòåëè,íàïðàâëåí ïîòîê äðóãèõ ÷àñòèö, êîòîðûå ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïåðâûìèè èçìåíÿþò ñâîå íàïðàâëåíèå. Íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî ýêñïåðè-ìåíòû ïî ñòîëêíîâåíèÿì îñóùåñòâëÿþòñÿ èìåííî òàê. Íî áûâàþòýêñïåðèìåíòû, êàê ãîâîðÿò, íà âñòðå÷íûõ ïó÷êàõ. Äëÿ èõ îïèñàíèÿïåðåõîäÿò ê êîîðäèíàòàì öåíòðà èíåðöèè è îòíîñèòåëüíîãî äâè-æåíèÿ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è îá àòîìåâîäîðîäà.Ïðè îïðåäåëåíèè ý��åêòèâíîãî ñå÷åíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèöìèêðîìèðà äåëàþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ,156



êîòîðûå îñóùåñòâëÿþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñòàíîâêàõ. Ïåðå-÷èñëèì îñíîâíûå èç íèõ.1) Ïîòîê ïàäàþùèõ ÷àñòèö jïàä äîëæåí áûòü íå î÷åíü ñèëü-íûì, ÷òîáû íå áûëî èíòåð�åðåíöèè ìåæäó ïàäàþùèìè âîëíàìè.2) ×àñòèöû-ìèøåíè òàêæå íå äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû î÷åíüãóñòî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò íà îä-íîé ÷àñòèöå.3) Ïàäàþùèå ÷àñòèöû, íå èñïûòàâøèå âçàèìîäåéñòâèÿ è ïðî-øåäøèå ìèìî ðàññåèâàòåëåé, äîëæíû áûòü îòäåëåíû îò ðàññåÿí-íûõ íåêîòîðûì êîëëèìèðóþùèì óñòðîéñòâîì. Êîëëèìàòîð ïîçâî-ëÿåò èñêëþ÷èòü èíòåð�åðåíöèþ ìåæäó äâóìÿ ïîòîêàìè ÷àñòèö.Òîãäà ÷èñëî ÷àñòèö d2Nðàñ, ðàññåÿííûõ â åäèíèöó âðåìåíè âíàïðàâëåíèè n â òåëåñíûé óãîë d2n, áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëóðàññåèâàòåëåéN , ïàäàþùåìó ïîòîêó |jïàä| = jïàä è òåëåñíîìó óãëó:
d2Nðàñ = σ(n)N jïàäd2n, (16)ãäå êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè σ(n) è åñòü ý��åêòèâíîåäè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ÷à-ñòèö, ðàññåÿííûõ â òåëåñíûé óãîë d2n, ðàâíî

d2Nðàñ = jðàñr2d2n,òàê êàê ïîòîê ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè, à ïëîùàäü ïðî-ïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ 2)ìîæíî ïîëîæèòü N = 1 è ïðèðàâíÿòü ïðàâûå ÷àñòè äâóõ ïðåäûäó-ùèõ ðàâåíñòâ, îòêóäà
σ(n) =

jðàñr2
jïàä . (17)Íàðÿäó ñ äè��åðåíöèàëüíûì ñå÷åíèåì (17), êàê è â êëàññè÷å-ñêîé òåîðèè, ââîäèòñÿ ïîëíîå ñå÷åíèå

σ0 =

∫

σ(n)d2n,ò. å. ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ âî âñå íàïðàâëåíèÿ.Ïðèíÿòûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ðàññåÿíèåêàê ðåçóëüòàò ñòîëêíîâåíèÿ îäíîé ïàäàþùåé ÷àñòèöû ñ îäíîé ðàñ-ñåèâàþùåé. Áîëåå òî÷íî ñëåäóåò ãîâîðèòü íå î ÷èñëå è íå î ïî-òîêå ÷àñòèö, à î ïîòîêàõ âåðîÿòíîñòåé è âåðîÿòíîñòè ðàññåÿíèÿ157



íà îïðåäåëåííûé óãîë â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè. Ýòèì êâàíòî-âîìåõàíè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñå÷åíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî.Òàì êàæäàÿ ÷àñòèöà èìåëà îïðåäåëåííóþ òðàåêòîðèþ, ïðè çàäàí-íûõ ïàðàìåòðàõ ñòîëêíîâåíèÿ (ïðèöåëüíîì ðàññòîÿíèè è íàïðàâ-ëåíèè ïàäåíèÿ) ðàññåèâàëàñü îïðåäåëåííûì îáðàçîì, à ïîëíîå ñå-÷åíèå îïðåäåëÿëîñü êàê ïðåäåëüíî âîçìîæíîå, ïðè ìàêñèìàëüíîìïðèöåëüíîì ðàññòîÿíèè. Äè��åðåíöèàëüíîå æå ñå÷åíèå îïðåäåëÿ-ëîñü ÷åðåç ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ïàðàìåòðîâ ñòîëêíîâåíèÿ êïàðàìåòðàì, õàðàêòåðèçóþùèì íàïðàâëåíèå ðàññåÿíèÿ. Êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ÷àñòèöà íå èìååò òðàåêòîðèè, ïîýòîìó ñå÷åíèå ñàìîïî ñåáå îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ â çàäàííîì íàïðàâëåíèè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðàññåÿíèè. Êàê óæå ãîâîðèëîñü,ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû ìèìî íåïîäâèæ-íîãî öåíòðà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå V (r). Äâèæåíèå ÷àñòèöû îïèñû-âàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèîíàðíîìóóðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà
[

− h̄2

2m
∆ + V (r)

]

ψ(r) = Eψ(r), (18)ãäå m � ïðèâåäåííàÿ ìàññà.Ïîñêîëüêó íàëåòàþùàÿ ÷àñòèöà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ óõîäèò íàáåñêîíå÷íîñòü, åå ýíåðãèÿ ïîëîæèòåëüíà, ò. å. ìîæíî ïîëîæèòü
E =

h̄2

2m
k2. (19)Ïàäàþùàÿ ÷àñòèöà îïèñûâàåòñÿ ïëîñêîé âîëíîé, à îïèñàíèåðàññåÿííîé íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî íà ðàññòîÿíèÿõ, äàëåêèõ îò öåí-òðà, ò. å. â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî çíàòüàñèìïòîòèêó âîëíîâîé �óíêöèè

ψ(r) ∼ ψas(r) = ψïàä + ψðàñ = A

[

eik0r +
f(n)

r
eikr

]

, (20)ãäå k0 = kn0 � âîëíîâîé âåêòîð ïàäàþùåé âîëíû, k � âîëíîâîå÷èñëî, r� ðàäèóñ-âåêòîð, à f(n) � àìïëèòóäà ðàñõîäÿùåéñÿ ñ�åðè-÷åñêîé âîëíû. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìû èìååì äåëî ñ íåïðåðûâíûìñïåêòðîì ñ.ç. ýíåðãèè.3. Ñâÿçü ñ âîëíîâîé �óíêöèåé. Òåïåðü ìû ìîæåì ñâÿçàòüñå÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì (16), ñ àñèìïòîòèêîé âîëíîâîé158



�óíêöèè. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïëîòíîñòè ïîòîêîâ âåðîÿòíîñòè ïàäà-þùåé è ðàññåÿííîé âîëí. Ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ î êîëëèìèðîâà-íèè ïðîøåäøåãî ïó÷êà, ìîæíî íå ó÷èòûâàòü èíòåð�åðåíöèè ïðÿ-ìî ïðîøåäøåé è ðàññåÿííîé âîëí è íàõîäèòü ïîòîêè âåðîÿòíîñòåéíåçàâèñèìî. Ïîòîê âåðîÿòíîñòè ïàäàþùåé âîëíû
jïàä=

h̄

2mi

[
ψ∗ïàä∇ψïàä−ψïàä∇ψ∗ïàä]=|A|2 h̄k

m
n0 (21)ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè |A|2 íà ñêîðîñòü h̄k

m
n0,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîé ÷àñòèöå. Äëÿ ðàñ÷åòà íà îäíó ïàäàþ-ùóþ ÷àñòèöó ñëåäóåò ïîëîæèòü |A|2 = 1, îäíàêî ìû óâèäèì, ÷òîíîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà A íå âëèÿåò íà âûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ,òàê êàê îíà îäèíàêîâî âõîäèò â ïàäàþùèé è ðàññåÿííûé ïîòîêè.Ïðè íàõîæäåíèè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè ðàññåÿííîé âîëíû, êîãäàâû÷èñëÿåòñÿ ãðàäèåíò, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî � îáðàòíàÿ äëèíà,äè��åðåíöèðîâàòü ïî (áåçðàçìåðíûì) óãëàì íå òðåáóåòñÿ, òàê êàêòàêîå äè��åðåíöèðîâàíèå óâåëè÷èâàåò ñòåïåíü r â çíàìåíàòåëå.Òàêæå íå òðåáóåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèå ïî r çíàìåíàòåëÿ ðàñõî-äÿùåéñÿ âîëíû. Äîñòàòî÷íî íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò ïîêàçàòåëÿ ýêñ-ïîíåíòû. Â ðåçóëüòàòå

jðàñ =
h̄

2mi
AA∗ ff

∗

r2
e−ikreikr2ik

r

r
= |A|2 h̄k

m
|f |2 n

r2
. (22)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (21) è (22) â (17), ïîëó÷àåì

σ(n) = |f(n)|2.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿðàññåÿíèÿ äîñòàòî÷íî çíàòü àñèìïòîòèêó âîëíîâîé �óíêöèè, òî÷-íåå, åå ÷àñòü � àìïëèòóäó ñ�åðè÷åñêîé ðàñõîäÿùåéñÿ âîëíû, êî-òîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ. Åå íàõîæäåíèåîáñóäèì äàëåå.� 3. Îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèåòåîðèè ñòîëêíîâåíèé1. Óðàâíåíèå äëÿ ðàññåÿííîé âîëíû. Íàì òðåáóåòñÿ ðå-øèòü óðàâíåíèå (18), ïðè÷åì íàéòè ðåøåíèå, àñèìïòîòèêà êîòîðîãî159



îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (20). Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì n0 = (0, 0, 1),ò. å. íàïðàâèì îñü àïïëèêàò ïî íàïðàâëåíèþ ïàäåíèÿ âîëíû. Òîãäà
k0r = kz.Îòäåëèì ïàäàþùóþ âîëíó îò ðàññåÿííîé, ïîëîæèâ

ψ(r) = eikz + w(r). (23)Êàê óæå ãîâîðèëîñü, çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ A íåñóùåñòâåííî, ïîýòî-ìó ïðèìåì A = 1.Ïîäñòàâèì ñóììó (23) â óðàâíåíèå (18), çàìåíèâ â íåì ýíåðãèþñîãëàñíî (19). Òàê êàê ïàäàþùàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-íèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿðàññåÿííîé âîëíû
(−∆ − k2)w(r) = −2m

h̄2 V (r)ψ(r). (24)Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè îñòàâëåíà �óíêöèÿ ψ. Åñëè ïîäñòàâèòü åå âû-ðàæåíèå (23), òî óðàâíåíèå áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî îäíó íåèçâåñò-íóþ �óíêöèþ w(r). Àñèìïòîòèêîé ýòîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ ðàñõî-äÿùàÿñÿ ñ�åðè÷åñêàÿ âîëíà.Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (24) óäîáíåå ðåøàòü íå íåïî-ñðåäñòâåííî, à ñâåäÿ åãî ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ýòîò ïðèåìèñïîëüçóåòñÿ â íåñêîëüêèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð ïðè äî-êàçàòåëüñòâå òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðè ðåøåíèè çàäà÷ Íåéìàíà è Äèðè-õëå ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Äëÿ ñâåäåíèÿ (24) ê èíòåãðàëüíîìóóðàâíåíèþ íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå î �óíêöèè �ðèíà.2. Ôóíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà. �àññìîòðèìóðàâíåíèå
(−∆ − k2)u(r) = g(r). (25)Îíî ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà, êîòîðîå âîç-íèêàåò â ðÿäå çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. Íàéäåì åãî ðåøåíèå.�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (25) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ââèäå δ-�óíêöèè Äèðàêà:

(−∆ − k2)G(r, r1) = δ(r − r1). (26)�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé �ðèíà óðàâíåíèÿ(25). Åñëè îíà èçâåñòíà, òî ìîæíî âûðàçèòü ðåøåíèå (25) ïðè ïðî-160



èçâîëüíîé �óíêöèè g(r) ÷åðåç ýòó �óíêöèþ è �óíêöèþ �ðèíà. Äåé-ñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ
u(r) =

∫

G(r, r1)g(r1)d
3r1óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (25).Äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè �ðèíà óðàâíåíèÿ (25) âîñïîëüçóåìñÿòåì, ÷òî óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ äåëüòàîáðàçíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

−∆G1(r, r1) = δ(r − r1) (27)îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Ýòî ìîæåò áûòü òî÷å÷-íûé çàðÿä â ýëåêòðîñòàòèêå èëè òî÷å÷íàÿ ìàññà â òåîðèè òÿãîòåíèÿÍüþòîíà. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå � íüþòîíîâ ïîòåíöèàë òî÷å÷-íîãî èñòî÷íèêà êóëîíîâñêîãî èëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ:
G1(r, r1) =

1

4π

1

|r − r1|
. (28)Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿ (28) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-íèÿ Ïóàññîíà (27), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿ(26), êàê è (28), çàâèñèò îò ìîäóëÿ ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ:

G(r, r1) = G(|r − r1|),ïðè÷åì
G(r) =

1

4π

eikr

r
.Òåïåðü âåðíåìñÿ ê íàøåìó óðàâíåíèþ (24).3. Îñíîâíîå óðàâíåíèå. Ïðåäïîëîæèì íà âðåìÿ, ÷òî ïðàâàÿ÷àñòü óðàâíåíèÿ (24) íàì èçâåñòíà. Çàïèøåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-íåíèÿ ÷åðåç åãî ïðàâóþ ÷àñòü è �óíêöèþ �ðèíà:

w(r) = −2m

h̄2

1

4π

∫

V (r1)ψ(r1)
eik|r−r1|

|r − r1|
d3r1. (29)Ýòî è åñòü îñíîâíîå óðàâíåíèå òåîðèè ñòîëêíîâåíèé, îïðåäåëÿþ-ùåå ðàññåÿííóþ âîëíó w(r). Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ ψ, ñòîÿùàÿâ ïðàâîé ÷àñòè (29) ïîä èíòåãðàëîì, ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ �óíê-öèþ w. 161



Óðàâíåíèå (29) áîëåå óäîáíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ, ÷åìèñõîäíîå óðàâíåíèå (24). Â ÷àñòíîñòè, åãî äîñòîèíñòâî çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî îíî âêëþ÷àåò íåîáõîäèìóþ àñèìïòîòèêó. Äåéñòâèòåëüíî,ïðè r → ∞, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðàññòîÿíèÿ, áóäåò r1 ≪ r, òàê ÷òî
|r−r1|=

√

r2+r21−2rr1 =r

√

1+
r21
r2

−2
rr1

r2
∼ r

(

1− rr1

r2

)

=r−r1n. (30)Ïðè íàõîæäåíèè îáðàòíîé âåëè÷èíû (çíàìåíàòåëÿ â äðîáè ïîä èí-òåãðàëîì) â (30) äîñòàòî÷íî ñîõðàíèòü òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå.Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò ñ óäà-ëåíèåì îò öåíòðà, òî ïðè áîëüøèõ r ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r1 ≪ r.Òîãäà
w(r) ∼ −2m

h̄2

1

4π

∫

V (r1)ψ(r1)
eikr−iknr1

r
d3r1 = f(n)

eikr

r
, (31)ãäå àìïëèòóäà ðàññåÿííîé âîëíû (àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ)

f(n) = −2m

h̄2

1

4π

∫

V (r1)ψ(r1)e
−iknr1d3r1. (32)Êàê âèäíî èç èçëîæåííîãî, íàì íóæíà òîëüêî àñèìïòîòèêàâîëíîâîé �óíêöèè, ò. å. àìïëèòóäà (31). Îäíàêî ýòà àìïëèòóäà ïî�îðìóëå (32) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ ψ(r), â êîòîðóþ âõîäèòíåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ w(r). Ïðè ýòîì, òàê êàê V (r) óáûâàåò ñ ðàñ-ñòîÿíèåì, îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë áóäóò âíîñèòü èìåííî çíà÷å-íèÿ �óíêöèè ψ(r) ïðè r, áëèçêèõ ê öåíòðó. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûíàéòè àñèìïòîòèêó �óíêöèè w, íàì íåîáõîäèìî çíàòü âñþ �óíê-öèþ, ïðè÷åì íàèáîëåå òî÷íî íå â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè, ò. å.íàäî ïîëíîñòüþ ðåøèòü çàäà÷ó î ñòîëêíîâåíèè.Èçëîæèì îäèí âàæíûé ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ (29). � 4. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå1. Ïåðâûé ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ. Ïóñòü ðàññåÿíèå ñëàáîå,òàê ÷òî ðàññåÿííàÿ âîëíà çíà÷èòåëüíî ñëàáåå ïàäàþùåé, ò. å.

|w(r)| ≪ |eikz | = 1.162



Â ýòîì ñëó÷àå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (29) ìîæíî îïóñòèòü íåèç-âåñòíóþ �óíêöèþ, âìåñòî ψ(r) ïîäñòàâèòü ïàäàþùóþ âîëíó è ïî-ëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
w(r) = −2m

h̄2

1

4π

∫

V (r1)
eikz1+ik|r−r1|

|r − r1|
d3r1. (33)Òîãäà àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

f(n) = −2m

h̄2

1

4π

∫

V (r1)e
ikz1−iknr1d3r1, (34)à ñå÷åíèå � ýòî êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòóäû.Â ïðèíöèïå, íàéäÿ w(r) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ìîæíî íàéòèåå âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîäñòàâèâ �óíêöèþ (33) â ïðàâóþ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (29). Äàëåå ìîæíî ïðîäîëæèòü èòåðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ,ò. å. ïîñòðîèòü ðÿä Íåéìàíà. Îäíàêî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü èòåðàöèéîáû÷íî áûâàåò òðóäíî, à ñëîæíîñòü ðàñ÷åòîâ ñ íîìåðîì èòåðàöèèáûñòðî âîçðàñòàåò.Â îáùåì ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V (r) äëÿ íàõîæäåíèÿðàññåÿííîé âîëíû è åå àìïëèòóäû ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü òðîéíûåèíòåãðàëû. �àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàäèàëüíîãî ïîëÿ, êîãäàâû÷èñëåíèÿ óïðîùàþòñÿ.2. Ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé ïîòåíöèàë. Â ýòîì ñëó÷àå

V (r) = V (r) è òðîéíûå èíòåãðàëû ñâîäÿòñÿ ê îäíîêðàòíûì. Ïîêà-æåì ýòî íà ïðèìåðå àìïëèòóäû.Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (34), ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿK = k(n0−n),
n0 = (0, 0, 1), n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). Òîãäà k(z1 − nr1) =
kr1(n0 − n) = r1K.Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà â (34) âûáåðåì ñèñòåìó ñ�åðè÷å-ñêèõ êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïîëÿðíàÿ îñü áûëà íàïðàâëåíà âäîëüâåêòîðà K. Òîãäà r1K = Kr1 cos θ1 = Kr1η è

f(θ, φ) = −2m

h̄2

1

4π

∞∫

0

V (r1)r
2
12πdr1

1∫

−1

dηeiKr1η =

=−m
h̄2

∞∫

0

V (r)r2dr
eiKr−e−iKr

iKr
=− 2m

h̄2K

∞∫

0

V (r)r sinKrdr=f(θ).(35)Âõîäÿùèé ñþäà ìîäóëü âåêòîðà K

|K| = k|n0 − n| = k
√

2 − 2 cos θ = 2k sin
θ

2
.163



Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ïðè ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïî-òåíöèàëå çàâèñèò òîëüêî îò óãëà ðàññåÿíèÿ. Ýòîò �àêò î÷åâèäåíâ ñèëó öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ â ñ�åðè÷å-ñêîì ïîëå.�àññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïîòåíöèàëîâ.3. Ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà. Ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ ïîòåíöè-àëüíàÿ ÿìà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
V (r) =

{
−V0 ïðè r ≤ a,

0 ïðè r > a.
(36)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (36) â �îðìóëó (35), íàéäåì äîâîëüíî ïðî-ñòîå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû:

f(θ) =
2mV0

h̄2K

a∫

0

r sinKrdr =
2mV0

h̄2K3
(sinKa−Ka cosKa).Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàññåÿíèÿ âïåðåä ïîëó÷àåì

f(0) =
2mV0

h̄2K3
K3a3 =

2m

h̄2 V0a
3.Òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû äëÿ ðàññåÿíèÿ âïåðåä âàæíûïîòîìó, ÷òî èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçìåðåíèå î÷åíü ñëîæíî èç-çàóïîìèíàâøåãîñÿ êîëëèìèðîâàíèÿ ïó÷êà, ïðîøåäøåãî áåç ðàññåÿ-íèÿ.Íà ïðèìåðå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû îöåíèì, êîãäà áîðíîâñêîå ïðè-áëèæåíèå ìîæíî ïðèìåíÿòü.4. Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè. Ïðîâåðèì óñëîâèå ñëàáîñòè ðàñ-ñåÿííîé âîëíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàäàþùåé. Íàéäåì âåëè÷èíó ðàñ-ñåÿííîé âîëíû â öåíòðå ÿìû, ãäå, êàê ìîæíî îæèäàòü, îíà íàè-áîëüøàÿ. Òîãäà óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿçàïèøåòñÿ â âèäå |w(0)| ≪ 1, ãäå

|w(0)| =
2m

h̄2

1

4π
V02π

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a∫

0

rdr

1∫

−1

eikrη+ikrdη

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=
mV0

h̄2k

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a∫

0

dreikr
(
e2ikr − 1

)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
mV0

2h̄2k2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2ak∫

0

(
eix − 1

)
dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
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Âõîäÿùèé ñþäà èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî. Îäíàêî ìû îãðà-íè÷èìñÿ äâóìÿ ïðåäåëüíûìè ñëó÷àÿìè.1) 2ka ≪ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ýêñïîíåíòó ïîä çíàêîì èíòåãðàëàìîæíî ðàçëîæèòü ïî �îðìóëå Òåéëîðà ñ äâóìÿ ïåðâûìè ñëàãàå-ìûìè è ïîëó÷èòü, ÷òî ïðèáëèæåíèå ïðèìåíèìî, åñëè
|w(0)| =

mV0

2h̄2k2

1

2
(2ak)2 =

m

h̄2V0a
2 ≪ 1.Â ñëó÷àå ìàëûõ çíà÷åíèé ak, ò. å. ìàëûõ ýíåðãèé íàëåòàþùåé÷àñòèöû, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî V0a

2 ≪ h̄2/m.2) 2ak ≫ 1. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ïîä èíòåãðàëîì ìîæ-íî îòáðîñèòü áûñòðî îñöèëëèðóþùóþ ýêñïîíåíòó, îñòàâèâ òîëüêî1, òàê ÷òî íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä
|w(0)| =

mV0

2h̄2k2
2ak =

m

h̄2k
V0a≪ 1,÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü ïî-äðóãîìó:

2ak ≫ m

h̄2V0a
2.Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ îãðàíè÷åíèå íàêëàäûâàåòñÿ íà ïàðàìåò-ðû ÿìû, èìåííî, íà ïðîèçâåäåíèå V0a
2. Ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ îíîäîëæíî áûòü ìåíüøå h̄2/m, ò. å. ÿìà äîëæíà áûòü íå î÷åíü øèðî-êîé è/èëè íå î÷åíü ãëóáîêîé. Ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ íåðàâåíñòâîìåíåå ñòðîãîå: V0a

2 ≪ (h̄2/m)2ak, òàê ÷òî âñåãäà íàéäóòñÿ äîñòà-òî÷íî áîëüøèå ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ ïðèáëèæåíèå ïðèìåíèìî.�àññìîòðèì åùå îäèí ñëó÷àé.5. Ýêðàíèðîâàííûé êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë. Òàêîé ïî-òåíöèàë ñîçäàåòñÿ òî÷å÷íûì çàðÿäîì â ïëàçìå. Îí èìååò âèä îáû÷-íîãî êóëîíîâñêîãî, óìíîæåííîãî íà óáûâàþùóþ ñ ðàññòîÿíèåì ýêñ-ïîíåíòó:
V (r) =

Z1Z2e
2
0

r
e−r/a.Èíäåêñ ¾0¿ ó çàðÿäà ïîñòàâëåí äëÿ îòëè÷èÿ îò ÷èñëà e. Âåëè÷èíà aíàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ýêðàíèðîâàíèÿ. Ïðè ðàññòîÿíèÿõ, çíà÷èòåëü-íî ìåíüøèõ ýòîãî ðàäèóñà, ïîòåíöèàë íå îòëè÷àåòñÿ îò êóëîíîâñêî-ãî, îäíàêî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ áûñòðî óáûâàåò. Ïðè a → ∞ïîòåíöèàë ïåðåõîäèò â êóëîíîâñêèé.165



Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ íà ýêðàíèðîâàííîì êóëîíîâñêîì ïîòåí-öèàëå ñîãëàñíî �îðìóëå (35)
f(θ) = − 2m

h̄2K
Z1Z2e

2
0

∞∫

0

e−r/a sinKrdr = −2m

h̄2

Z1Z2e
2
0a

2

1 + a2K2
. (37)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàññåÿíèÿ ïðÿìî âïåðåä

f(0) = −2mZ1Z2e
2
0a

2

h̄2 = −2m

h̄2 eV (a)a3,÷òî ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì äëÿ ñëó÷àÿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû.Íàéäåì ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ýêðàíèðîâàííîì êóëîíîâ-ñêîì ïîòåíöèàëå:
σ0 = 2π

π∫

0

(
mZ1Z2e

2
0

h̄2

)2

sin θdθ
a4

(1 + a2K2)2
=

=π

(
mZ1Z2e

2
0

h̄2

)2
1

k2

2k∫

0

a4dK2

(1+a2K2)2
=π

(
mZ1Z2e

2
0

h̄2

)2
4a4

1+4a2K2
.Ýòî ñå÷åíèå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè a → ∞. Áåñêî-íå÷íîñòü ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ïðè êóëîíîâñêîì âçàèìîäåéñòâèè õîðîøîèçâåñòíà. �àññìîòðèì ÷èñòî êóëîíîâñêîå ðàññåÿíèå îòäåëüíî.6. Êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë. Óñòðåìèâ a → ∞, èç (37) íàé-äåì

f(θ) = −2mZ1Z2e
2
0

h̄2K2
. (38)Êâàäðàò ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ äàåò êëàññè÷åñêóþ �îðìóëó �å-çåð�îðäà (15)

σ(θ) =

(
2mZ1Z2e

2
0

h̄2K2

)2

=

(
Z1Z2e

2
0

2mv2 sin2(θ/2)

)2

, (39)â êîòîðóþ íå âõîäèò ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà.Ñå÷åíèå î÷åíü âåëèêî ïðè ìàëûõ óãëàõ θ, òàê ÷òî ïîëíîå ñå÷å-íèå ðàñõîäèòñÿ, ÷òî ìû óæå âèäåëè. Ïðè÷èíà ýòîé áåñêîíå÷íîñòèçàêëþ÷àåòñÿ â ìåäëåííîì óáûâàíèè êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, òàê166



÷òî äàæå î÷åíü äàëåêèå ñòîëêíîâåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, ò. å.ñ áîëüøèìè ïðèöåëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè, ïðèâîäÿò ê îòêëîíåíèþíàëåòàþùåé ÷àñòèöû íà íåêîòîðûé, êàê ïðàâèëî, ìàëûé, óãîë. Ñî-îòâåòñòâåííî ïðè âåðîÿòíîñòíîé èíòåðïðåòàöèè âåðîÿòíîñòü ðàññå-ÿíèÿ íà ìàëûå óãëû î÷åíü âåëèêà.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà íåâåðíîäàæå âûðàæåíèå (38) äëÿ àìïëèòóäû. Èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷èî ðàññåÿíèè íà êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå ñëåäóåò, ÷òî [21℄
f(θ) = −2nk

K2
e−2in ln sin(θ/2) Γ(1 + in)

Γ(1 − in)
, (40)ãäå

n =
Z1Z2e

2
0

h̄v
,ïðè÷åì v = h̄k/m. Ìíîæèòåëü ïåðåä ýêñïîíåíòîé ìîæíî çàïèñàòüâ òîì æå âèäå, ÷òî è â (39): −2mZ1Z2e

2
0

h̄2K2
. Îòëè÷èå îò �îðìóëû(38), ïîëó÷åííîé â ïðèáëèæåíèè Áîðíà, çàêëþ÷àåòñÿ â ïîÿâëåíèèäîïîëíèòåëüíîãî �àçîâîãî ìíîæèòåëÿ. Ýòîò �àçîâûé ìíîæèòåëüèñ÷åçàåò, è òî÷íàÿ �îðìóëà ïåðåõîäèò â áîðíîâñêóþ, êîãäà |n| ≪ 1,ò. å. ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ (èëè ýíåðãèÿõ) íàëåòàþùåé ÷àñòèöû,êîãäà áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå è äîëæíî áûòü ïðèìåíèìî. Çàìå-òèì, ÷òî åñëè Z1 = −Z2 = 1 (íàïðèìåð, ðàññåèâàåòñÿ ýëåêòðîí íàïðîòîíå), òî |n| =

e20
h̄v

=
e20
h̄c

c

v
=

c

137v
. Òðåáîâàíèå |n| ≪ 1 ðàâ-íîñèëüíî òîìó, ÷òî v ≫ c/137, ò. å. ñêîðîñòü äîëæíà áûòü áîëüøåàòîìíîé åäèíèöû ñêîðîñòè. Â òî æå âðåìÿ ñêîðîñòü äîëæíà áûòüçíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, òàê êàê òåîðèÿ íåðåëÿòèâèñò-ñêàÿ. Ýòè äâà óñëîâèÿ îñòàâëÿþò íå î÷åíü øèðîêèé êîðèäîð äëÿâîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè. Ïîýòîìó ëó÷øå èñïîëüçîâàòü òî÷-íóþ �îðìóëó.Îäíàêî ïðè íàõîæäåíèè ñå÷åíèÿ âñå �àçîâûå ìíîæèòåëè èç-çà âçÿòèÿ ìîäóëÿ ïðîïàäàþò, è �îðìóëà äëÿ ñå÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñêëàññè÷åñêîé �îðìóëîé �åçåð�îðäà. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà �å-çåð�îðäà ñïðàâåäëèâà êàê â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, òàê è âáîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Òåîðèÿ ñòîëêíîâå-íèé, îñíîâàííàÿ íà òî÷íîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ïðè-âîäèò ê òîé æå �îðìóëå. 167



� 5. Ñòîëêíîâåíèÿ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö1. Ñå÷åíèå. Âîëíîâûå �óíêöèè òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö äîëæ-íû îáëàäàòü îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè ïî ïîëíîìó íà-áîðó êîîðäèíàò. Åñëè ýòî áîçîíû, òî èõ ïîëíàÿ �óíêöèÿ äîëæíàáûòü ñèììåòðè÷íîé, äëÿ �åðìèîíîâ � àíòèñèììåòðè÷íîé.Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿìåæäó ñòàëêèâàþùèìèñÿ ÷àñòèöàìè, êîãäà ñïèíîâûå è ïðîñòðàí-ñòâåííûå ÷àñòè âîëíîâûõ �óíêöèé íåçàâèñèìû. Òîãäà ïðîñòðàí-ñòâåííûå èõ ÷àñòè ìîãóò áûòü êàê ñèììåòðè÷íûìè, òàê è àíòèñèì-ìåòðè÷íûìè, à ñïèíîâûå ÷àñòè ñëåäóåò âûáèðàòü ñ ñèììåòðèåé,ñîîòâåòñòâóþùåé ïðèâåäåííîìó ïðàâèëó.Ñèììåòðèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòåé âîëíîâûõ �óíêöèé îòíî-ñèòåëüíî êîîðäèíàò ÷àñòèö r1 è r2 ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì öåí-òðà ìàññ R è îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ r çàìåíÿåòñÿ òðåáîâàíèåì,÷òîáû ñèììåòðèÿ âûïîëíÿëàñü ïðè çàìåíàõ r → −r. Â ñ�åðè÷å-ñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò çàìåíà θ → π− θ, φ→ φ± π(äëÿ îïðåäåëåííîñòè îñòàâèì çíàê ïëþñ) áåç èçìåíåíèÿ r. Òîãäààñèìïòîòèêà ïðîñòðàíñòâåííûõ �óíêöèé äîëæíà èìåòü âèä
ψs a(r) ∼ eikz ± e−ikz +

eikr

r
[f(θ, φ) ± f(π − θ, φ + π)].Çäåñü êàê ïàäàþùàÿ, òàê è ðàññåÿííàÿ âîëíû îïèñûâàþò îáå÷àñòèöû. Îäíàêî ñå÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ðàññåÿííîãîïîòîêà ê ïîòîêó òîëüêî îäíîé âîëíû, êîòîðóþ ñ÷èòàåì ïàäàþùåé.Ñå÷åíèå ïî-ïðåæíåìó ðàâíî êâàäðàòó ïîëíîé àìïëèòóäû àñèìïòî-òèêè ðàññåÿííîé âîëíû:

σs a = |f(θ, φ) ± f(π − θ, φ+ π)|2.Èíà÷å
σs a = |f(θ, φ)|2 + |f(π − θ, φ+ π)|2±

± [f(θ, φ)f∗(π − θ, φ+ π) + f∗(θ, φ)f(π − θ, φ+ π)].Ñïèíîâûå ïåðåìåííûå ïðè ïîòåíöèàëüíîì (íåìàãíèòíîì) âçà-èìîäåéñòâèè, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîëüêî ïðèñèììåòðèçàöèè, ò. å. ñå÷åíèå íàäî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû îíî ñîîòâåò-ñòâîâàëî ïîëíîé âîëíîâîé �óíêöèè îïðåäåëåííîé ñèììåòðèè. Åñëè168



ñïèí öåëûé, òî ñèììåòðèÿ âîëíîâîé �óíêöèè òðåáóåò èñïîëüçîâà-íèÿ ñèììåòðè÷íîãî ñå÷åíèÿ σs ïðè ñèììåòðè÷íîì ñïèíîâîì ñîñòî-ÿíèè ÷àñòèö è àíòèñèììåòðè÷íîãî σa ïðè àíòèñèììåòðè÷íîì ñïè-íîâîì ñîñòîÿíèè. Ïðè ïîëóöåëîì ñïèíå ÷àñòèö òèï ñå÷åíèÿ äîëæåíáûòü ïðîòèâîïîëîæåí ñïèíîâîìó ñîñòîÿíèþ.2. �àññåÿíèå íåïîëÿðèçîâàííûõ ÷àñòèö. Åñëè ïðîåêöèèñïèíà ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö ðàñïðåäåëåíû ñëó÷àéíî, òî ïî íèììîæíî óñðåäíèòü, ò. å. èñïîëüçîâàòü ñå÷åíèÿ îáîèõ âèäîâ ñ ñîîò-âåòñòâóþùèìè âåñàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ÷èñëó ñïèíîâûõ ñîñòî-ÿíèé. Ïîäñ÷èòàåì ýòè ÷èñëà äëÿ äâóõ òèïîâ ÷àñòèö [21℄.1) ×àñòèöû ñ öåëûì ñïèíîì. Ïóñòü s � öåëîå ÷èñëî. Ïîëíûéñïèí äâóõ ÷àñòèö èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2s. ßñíî, ÷òî ñîñòîÿíèå ñ ïîë-íûì ñïèíîì 0 ñèììåòðè÷íî. Ñèììåòðèÿ îñòàëüíûõ ìåíÿåòñÿ ñ ïå-ðåõîäîì ê ñëåäóþùåìó ïî âåëè÷èíå ïîëíîìó ñïèíó. Òàêèì îáðàçîì,÷èñëî ñèììåòðè÷íûõ ñîñòîÿíèé 1 + 5 + ...+ 4s+ 1 = (s+ 1)(2s+ 1),à àíòèñèìåòðè÷íûõ 3 + 7 + . . . + 4s − 1 = s(2s + 1). Ïîëíîå ÷èñëîñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé, åñòåñòâåííî, ðàâíî (2s+ 1)2. Ïîëíîå ñå÷åíèå,ðàâíîå ñðåäíåìó âçâåøåííîìó ïî ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì, åñòü
σ=

(s+1)(2s+1)

(2s+ 1)2
σs+

s(2s+1)

(2s+1)2
σa =|f(θ, φ)|2+|f(π−θ, φ+π)|2+

+
1

2s+1
[f(θ, φ)f∗(π−θ, φ+π)+f∗(θ, φ)f(π−θ, φ+π)].2) ×àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì. Çäåñü, êàê ìû çíàåì íà ïðè-ìåðå ýëåêòðîíîâ, ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå ñ ïîëíûì ñïèíîì 0 ÿâëÿåòñÿàíòèñèììåòðè÷íûì, à ñ ïîëíûì ñïèíîì 1 � ñèììåòðè÷íûì. Ïîë-íîå ÷èñëî ñèììåòðè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðàâíî 3 + 7 + . . . + 4s + 1 =

(s+ 1)(2s+ 1), à àíòèñèììåòðè÷íûõ 1 + 3 + ...+ 4s− 1 = s(2s+ 1).Ôîðìàëüíî ïîëó÷èëèñü òå æå âûðàæåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå öåëîãîñïèíà, îäíàêî çäåñü s � ïîëóöåëîå. Óñðåäíåííîå ñå÷åíèå
σ=

(s+1)(2s+1)

(2s+ 1)2
σa+

s(2s+1)

(2s+1)2
σs =|f(θ, φ)|2+|f(π−θ, φ+π)|2−

− 1

2s+ 1
[f(θ, φ)f∗(π−θ, φ+π)+f∗(θ, φ)f(π−θ, φ+π)]. (41)�àçëè÷èå â âûðàæåíèÿõ äëÿ ñðåäíèõ ñå÷åíèé � åùå îäèí ïðè-ìåð îáìåííîãî ý��åêòà. 169



3. Ôîðìóëà Ìîòòà. Ýòà �îðìóëà îïðåäåëÿåò ñå÷åíèå ðàññå-ÿíèÿ çàðÿæåííûõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 [21℄.Èñõîäèì èç òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ (40):
f(θ) = −2nk

K2
e−2in ln sin(θ/2) Γ(1 + in)

Γ(1 − in)
, K = 2k sin

θ

2
,

f(π − θ) = −2nk

K2
1

e−2in ln cos(θ/2) Γ(1 + in)

Γ(1 − in)
, K1 = 2k cos

θ

2
.Ïîäñòàâèâ ýòè �îðìóëû â (41), íàéäåì

σ(θ) =

(
2nk

(2k)2

)2







1

sin4(θ/2)
+

1

cos4(θ/2)
−

cos

(

2n ln tg
θ

2

)

sin2(θ/2) cos4(θ/2)






.Ýòî è åñòü �îðìóëà Ìîòòà.Ìíîæèòåëü, êâàäðàò êîòîðîãî ñòîèò ïåðåä êâàäðàòíîé ñêîá-êîé, ðàâåí

2nk

(2k)2
=

Z2e2h̄

h̄v2(m/2)v
=
Z2e2

mv2
,ãäå ïðèâåäåííàÿ ìàññà äëÿ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö çàìåíåíà íà m/2.Â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè n≪ 1 è

σ(θ) =

(
Z2e2

mv2

)2
1 − (3/4) sin2 θ

(1/16) sin4 θ
=

(
2Z2e2

mv2

)2
4 − 3 sin2 θ

sin4 θ
.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññåÿíèè òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö îòëè÷èå òî÷-íîé àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ îò áîðíîâñêîé ñóùåñòâåííî.Íàïðîòèâ, â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè n≫ 1, è êîñèíóñïðè èçìåðåíèè ñå÷åíèÿ äàæå â ìàëîì ïðîìåæóòêå óãëîâ â ñðåäíåìäàåò íóëü. Òîãäà ñå÷åíèå ïðîñòî ñîîòâåòñòâóåò �îðìóëå �åçåð�îðäàäëÿ äâóõ ðàçëåòàþùèõñÿ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.
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Ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà èîñíîâû êèíåòèêè�ëàâà I. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿòåðìîäèíàìèêè� 1. Ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè1. Äâà ïîäõîäà â òåðìîäèíàìèêå. Â ñòàíîâëåíèè òåðìîäè-íàìèêè êàê �èçè÷åñêîé òåîðèè ÿñíî âèäíû äâà ýòàïà. Â òå÷åíèåXIX âåêà òðóäàìè �.Ìàéåðà, Äæ.Äæîóëÿ, �.Êëàóçèóñà, Â.Êåëü-âèíà, Ñ.Êàðíî îíà ðàçâèâàëàñü êàê ÷èñòî ýìïèðè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îñ-íîâàííàÿ íà ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ è ïîâñåäíåâíîì îïûòå.Îäíàêî ïàðàëëåëüíî ñ ýòèì î�îðìëÿëèñü ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷å-ñêàÿ òåîðèÿ (�.Êëàóçèóñ, Äæ.Ê.Ìàêñâåëë, Ë.Áîëüöìàí) è ñòàòè-ñòè÷åñêàÿ �èçèêà (Äæ.Ê.Ìàêñâåëë, Ë.Áîëüöìàí, Ó. �èááñ). Ïî-ñòðîåíèå ñòàòèñòèêè áûëî çàâåðøåíî ïîñëå ñîçäàíèÿ êâàíòîâîé òåî-ðèè (Ý.Ôåðìè, Ï.À.Ì.Äèðàê, À.Ýéíøòåéí).Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó â òåðìîäèíàìèêå óñëîâíî âûäåëÿþò �å-íîìåíîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ XIX âåêà è ñîâðåìåííóþ òåðìîäèíàìè-êó, áàçèðóþùóþñÿ íà ìîëåêóëÿðíî�êèíåòè÷åñêèõ è ñòàòèñòè÷åñêèõïðåäñòàâëåíèÿõ. Â ýòîì êóðñå ìû ñíà÷àëà äàäèì ýëåìåíòû êëàññè-÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè, à çàòåì âåðíåìñÿ ê íåé ïîñëå èçëîæåíèÿîñíîâíûõ ïîëîæåíèé ñòàòèñòèêè.Ýëåìåíòû òåðìîäèíàìèêè èçëàãàþòñÿ â êóðñå îáùåé �èçèêè.Ïîýòîìó çäåñü äàåòñÿ êðàòêîå íàïîìèíàíèå îñíîâíûõ ìîìåíòîâ.Áîëåå ïîäðîáíîå è ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå êëàññè÷åñêîé òåð-ìîäèíàìèêè èçëîæåíî â êíèãå Ì.À.Ëåîíòîâè÷à [25℄. Èñòîðèÿ ñî-çäàíèÿ òåîðèè îïèñàíà â ó÷åáíèêå [3℄.Íà÷íåì ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí.2. Ìåõàíè÷åñêèå âåëè÷èíû. �ÿä òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè-÷èí íå òðåáóåò îñîáîãî îïðåäåëåíèÿ, òàê êàê ýòî îáû÷íûå âåëè÷è-íû, èçâåñòíûå èç ãåîìåòðèè è ìåõàíèêè. Òàêèìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿ-þòñÿ îáúåì, ýíåðãèÿ, ðàáîòà, ÷èñëî ÷àñòèö. Íåáîëüøîãî ïîÿñíåíèÿòðåáóåò äàâëåíèå.Åñëè íà òåëî ïîäåéñòâîâàòü ìåõàíè÷åñêîé ñèëîé, òî åãî îáúåìèçìåíèòñÿ. Ñèëà ïðè ýòîì ñîâåðøèò ðàáîòó. Ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîìèçìåíåíèè îáúåìà çàòðà÷åííàÿ ðàáîòà
dA = −PdV,171



ãäå P � äàâëåíèå. Ôîðìóëà âûâîäèòñÿ ïóòåì ðàññóæäåíèÿ î öèëèí-äðå ñ ïîðøíåì áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñå÷åíèÿ ïðè ïåðåìåùåíèè ïîðø-íÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëîå ðàññòîÿíèå. Çàòðà÷åííàÿ ðàáîòà óâåëè÷è-âàåò ýíåðãèþ ñèñòåìû, òàê ÷òî
P = −∂E

∂V
(1)ïðè ïîñòîÿíñòâå âñåõ îñòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.Ìåõàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà òâåðäûå òåëà ìîæåò áûòü áîëååñëîæíûì è âêëþ÷àòü ðàñòÿæåíèÿ è ñäâèãè, íî â íàøåì êóðñå ìûáóäåì îðèåíòèðîâàòüñÿ íà ãàçû.3. Âíóòðåííèå è âíåøíèå ïàðàìåòðû. Ñîñòîÿíèå òåëà (èëèáîëåå îáùî �èçè÷åñêîé ñèñòåìû) ìîæåò çàâèñåòü îò íåñêîëüêèõ ïà-ðàìåòðîâ. Òåëî ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî êàêèìè-ëèáî ñòåíêàìè, çà-íèìàòü îïðåäåëåííûé îáúåì, íàõîäèòüñÿ â òîì èëè äðóãîì âíåø-íåì ïîëå. Â íàøåì êóðñå ìû áóäåì ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêîñëó÷àé, êîãäà èìååòñÿ ëèøü îäèí âíåøíèé ïàðàìåòð, à èìåííî îáú-åì V . Îäíàêî ÷àñòî ìû áóäåì ãîâîðèòü î âíåøíèõ ïàðàìåòðàõ âîìíîæåñòâåííîì ÷èñëå è îáîçíà÷àòü èõ aj .Åñëè ÷èñëî ÷àñòèö òåëà íå èçìåíÿåòñÿ è íèêàêèå ïðè÷èíû íåâûçûâàþò íåîäíîðîäíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà â òåëå, òî ýíåð-ãèÿ òåëà çàâèñèò îò îäíîãî âíóòðåííåãî ïàðàìåòðà. Ýòèì ïàðàìåò-ðîì ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà t, òàê ÷òî ìîæíî çàïèñàòü E = E(t, V ).Áîëåå ïîäðîáíî è òî÷íî ïîíÿòèå òåìïåðàòóðû îïðåäåëèì äàëåå.4. Àäèàáàòè÷åñêèé ïðîöåññ. Ñèñòåìà ìîæåò ïîäâåðãàòüñÿðàçëè÷íûì âëèÿíèÿì ñî ñòîðîíû îêðóæàþùèõ òåë. Åñëè åå ñîñòî-ÿíèå ìîæåò áûòü èçìåíåíî òîëüêî ïóòåì èçìåíåíèÿ âíåøíèõ ïàðà-ìåòðîâ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â àäèàáàòè÷åñêîé îáî-ëî÷êå, à ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå ïðè òàêîì èçìåíåíèè, íàçûâàþòàäèàáàòè÷åñêèìè.Èç âñåõ âîçìîæíûõ àäèàáàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ýòîì êóðñåêîíêðåòíî íàçîâåì ëèøü ïðîöåññ àäèàáàòè÷åñêîãî ñæàòèÿ èëè ðàñ-òÿæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ èçìåíÿåòñÿ òîëüêî îáúåì òåëà. Ñîãëàñíîîïðåäåëåíèþ äàâëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå

dE = −PdV.Èçìåíåíèå ýíåðãèè ïðè ïðîèçâîëüíîì àäèàáàòè÷åñêîì ïðîöåññåîïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íîé �îðìóëîé ñ á�îëüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ:
dE = −

∑
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ãäå âåëè÷èíû aj � îáîáùåííûå êîîðäèíàòû âíåøíèõ òåë, à Xj �îáîáùåííûå ñèëû, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè êîîðäèíàòàìè. Â òàêèõ ñëó-÷àÿõ âìåñòî îäíîãî ñëàãàåìîãî PdV ñëåäóåò ïèñàòü ñóììó, ñòîÿùóþñïðàâà â (2).Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïðîöåññå ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ íàä ñèñòå-ìîé, çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé, íî íåçàâèñèò îò ïóòè (ñïîñîáà) ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè. Òàêêàê ýíåðãèþ ñèñòåìû âñåãäà ìîæíî èçìåíèòü çà ñ÷åò èçìåíåíèÿîáúåìà, òî âîçìîæåí àäèàáàòè÷åñêèé ïåðåõîä ìåæäó ëþáûìè äâó-ìÿ ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â àäèàáàòè÷åñêîé îáîëî÷êå.5. Òåïëîòà. Åñëè ñèñòåìà àäèàáàòè÷åñêè íå èçîëèðîâàíà, òî ååìîæíî ñ÷èòàòü ïîãðóæåííîé â àäèàáàòè÷åñêóþ îáîëî÷êó âìåñòå ñîêðóæàþùèìè åå òåëàìè. Òåì ñàìûì îáðàçóåòñÿ ¾áîëüøàÿ¿ ñèñòå-ìà, ýíåðãèÿ êîòîðîé ñëàãàåòñÿ èç ýíåðãèé ñèñòåìû E è îêðóæåíèÿ
E′. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ñîâåðøàåò ðàáîòó dW . Ýòà ðà-áîòà óìåíüøàåò ýíåðãèþ áîëüøîé ñèñòåìû, ò. å. dW = −d(E + E′).Òàê êàê áîëüøàÿ ñèñòåìà àäèàáàòè÷åñêè èçîëèðîâàíà, òî dW =
PdV . Ýíåðãèÿ íàøåé ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ íå òîëüêî çà ñ÷åò ïðîèç-âåäåííîé ðàáîòû, íî è âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæåíèåì.Ýòà ÷àñòü íàçûâàåòñÿ èçìåíåíèåì òåïëîòû è îáîçíà÷àåòñÿ dQ:

dQ = PdV + dE, dE = dQ− PdV. (3)Â îáùåì ñëó÷àå íè ïåðâîå, íè âòîðîå ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåì ðàâåí-ñòâå íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè äè��åðåíöèàëàìè êàêèõ-ëèáî �óíê-öèé. Ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì ÿâëÿåòñÿ èõ ñóììà � äè��åðåíöè-àë ýíåðãèè. Âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëÿåìûå ïîëíûìè äè��åðåíöèàëà-ìè, íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè ñîñòîÿíèÿ.Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî àäèàáàòè÷åñêàÿ èçîëèðîâàííîñòüñèñòåìû ðàâíîñèëüíà åå òåïëîèçîëèðîâàííîñòè, ò. å. ïðè àäèàáàòè-÷åñêîì ïðîöåññå dQ = 0.�àâåíñòâî (3) ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêîé çàêîíà ñîõðàíåíèÿýíåðãèè è â òåðìîäèíàìèêå íàçûâàåòñÿ ïåðâûì íà÷àëîì. Çàêîí âû-ðàæàåò â ÷àñòíîñòè òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òåïëîòà � ýòî îäèí èçîñíîâíûõ âèäîâ ýíåðãèè. Ïî-äðóãîìó ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìè-êè �îðìóëèðóåòñÿ êàê íåâîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ âå÷íîãî äâèãàòåëÿ,íåâîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ýíåðãèè èç íè÷åãî. Âïîñëåäñòâèè òåïëî-âóþ ýíåðãèþ ñâÿçàëè ñ õàîòè÷åñêèì äâèæåíèåì àòîìîâ è ìîëåêóë,èç êîòîðûõ ñîñòîÿò âñå òåëà. 173



Êîëè÷åñòâî òåïëîòû (è ýíåðãåòè÷åñêóþ öåííîñòü ïðîäóêòîâ)èçìåðÿþò â êàëîðèÿõ (êàë) è êèëîêàëîðèÿõ (êêàë). Ìåõàíè÷åñêàÿðàáîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 1 êàë, ðàâíà 4.1868 Äæ=4.1868·107 ýðã.� 2. �àâíîâåñèå è âòîðîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè1. Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå. Ñàìî íàçâàíèå îïðåäå-ëÿåò ñîäåðæàíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ.Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå (ÒÄ�) � ýòî ïðåäåëüíîå ñîñòî-ÿíèå, ê êîòîðîìó ñèñòåìà, íàõîäÿùàÿñÿ â îïðåäåëåííûõ âíåøíèõóñëîâèÿõ, ïðèäåò ÷åðåç òî èëè èíîå âðåìÿ. Âíåøíèå óñëîâèÿ âêëþ-÷àþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ è ïîñòîÿííîå çíà-÷åíèå òåìïåðàòóðû îêðóæàþùèõ òåë. Òàê êàê ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÿâ-ëÿåòñÿ �óíêöèåé âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ (â íàøåì ñëó÷àå îäíîãî �îáúåìà) è òåìïåðàòóðû, òî ýíåðãèÿ ìîæåò ñëóæèòü àëüòåðíàòèâ-íûì âíóòðåííèì ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùèì ÒÄ�.�àç, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñóäå îïðåäåëåííîãî îáúåìà ñî ñòåíêàìèîïðåäåëåííîé òåìïåðàòóðû, íåïðåìåííî ïðèäåò ê ñîñòîÿíèþ ÒÄ�.Åñëè â ñîñóä ïîìåùåíû ãàçû ñ ðàçëè÷àþùèìèñÿ ñâîéñòâàìè, òîâñå îíè ïðèìóò òó æå òåìïåðàòóðó. Õèìè÷åñêè àêòèâíûå âåùåñòâàòàêæå äîëæíû ïðîðåàãèðîâàòü äî ðàâíîâåñíûõ êîíöåíòðàöèé.Ïðè ÒÄ� â ñèñòåìå ìîãóò ïðîèñõîäèòü ìíîãî÷èñëåííûå ýëå-ìåíòàðíûå ïðîöåññû, íàïðèìåð èîíèçàöèè è ðåêîìáèíàöèè, õèìè-÷åñêèå ðåàêöèè è ò. ï., íî â öåëîì ñîñòîÿíèå ñèñòåìû óæå íå èçìå-íÿåòñÿ, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà. Äåòàëüíûéáàëàíñ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíîñèëåí ÒÄ�, êîòîðîå âêëþ÷àåò â ñå-áÿ â êà÷åñòâå îáÿçàòåëüíîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèå åäèíîé òåìïå-ðàòóðû äëÿ âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìû è âñåõ åå ÷àñòåé.Çàêîíû ÒÄ� áóäóò ñ�îðìóëèðîâàíû â ãëàâå III. Âðåìÿ ïåðåõî-äà ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå ÒÄ� íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì ðåëàêñàöèè (èëèòåðìàëèçàöèè). Îíî ðàçëè÷íî äëÿ ðàçíûõ ñèñòåì.2. Òåìïåðàòóðà. Ýòî îäíà èç ñàìûõ âàæíûõ âåëè÷èí â òåð-ìîäèíàìèêå. Ïîíÿòèå òåìïåðàòóðû ââîäèòñÿ äëÿ ñîñòîÿíèÿ ÒÄ�,ïðè÷åì ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî-ðàçíîìó. Íàïðèìåð, åå ìîæíî îïðå-äåëèòü ÷åðåç âåëè÷èíó ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâïðè èõ íàãðåâàíèè. Òàêèìè âåùåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ðòóòü èëè ñïèðò(ïîêà îíè ñóùåñòâóþò â æèäêîé �àçå). Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿãàçîâûé òåðìîìåòð ïîñòîÿííîãî îáúåìà, ãðàäóèðîâàííûé ïî äàâëå-íèþ ãàçà â íåì. �àçëè÷íû è øêàëû òåìïåðàòóðû, íàïðèìåð øêàëûÖåëüñèÿ, �åîìþðà, Ôàðåíãåéòà.174



Ñóùåñòâîâàíèå âåëè÷èíû, èãðàþùåé ðîëü òåìïåðàòóðû, âûòå-êàåò èç ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ. Ïóñòü ñèñòåìà ñîñòàâëÿåòñÿ èç÷àñòåé ñ îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè, îáúåìû êîòîðûõ Vj è ýíåðãèè
Ej , ãäå j = 1, ..., j0. Àääèòèâíîñòü îáúåìà è ýíåðãèè òðåáóåò, ÷òî-áû E =

j0∑

j=1

Ej , V =

j0∑

j=1

Vj . Âñå ÷àñòè íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè ÒÄ�.Ýíåðãèè ÷àñòåé çàâèñÿò îò èõ îáúåìîâ, à òàêæå îò îáùåé ýíåðãèè
Ej = Ej(Vj , E). Ýòè çàâèñèìîñòè ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíîïîëíîé ýíåðãèè E = Gj(Ej , Vj). Âñå �óíêöèè äîëæíû áûòü ðàâíû:

G1(E1, V1) = ... = Gj0(Ej0 , Vj0),òàê æå êàê è çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé �óíêöèè îò ýòèõ �óíêöèé tj =
τ(Gj(Ej , Vj)):

t1 = ... = tj0 .Âñå òàêèå �óíêöèè â ïðèíöèïå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òåì-ïåðàòóðû. Îò íèõ òðåáóåòñÿ òîëüêî ðàâåíñòâî â ÷àñòÿõ ïðè ðàâíîâå-ñèè. Îäíàêî íåïðåìåííûì óñëîâèåì îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ÿâ-ëÿåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû îíà âîçðàñòàëà ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèèñèñòåìû áåç èçìåíåíèÿ åå âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ (îáúåìà).3. Îáðàòèìûå è íåîáðàòèìûå ïðîöåññû. Òàêàÿ êëàññè�è-êàöèÿ ïðîöåññîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ âíåøíèõ ïà-ðàìåòðîâ ñèñòåìû. Åñëè õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì âðåìÿ ðåëàêñàöèè ñèñòåìû, òî ñèñòåìà áó-äåò ïîñòîÿííî óñïåâàòü ïðèõîäèòü â ñîñòîÿíèå ÒÄ�. Â ðåçóëüòàòåâåñü ïðîöåññ áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ. Òàêèåïðîöåññû íàçûâàþòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèìè.Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ÒÄ� ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿâíåøíèìè ïàðàìåòðàìè è òåìïåðàòóðîé, òî ïðè ïëàâíîì (êâàçè-ñòàòè÷åñêîì) èçìåíåíèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ è òåìïåðàòóðû â êàêîì-òî íàïðàâëåíèè â ïðèíöèïå ìîæíî ñòîëü æå ïëàâíî èçìåíÿòü èõ èâ ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Ñèñòåìà ïðîéäåò âñå òå æå ñâîèðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâà-åòñÿ îáðàòèìîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, êâàçèñòàòè÷åñêèé ïðîöåññ ÿâ-ëÿåòñÿ îáðàòèìûì.4. Âòîðîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè. Äîïóñòèìû ðàçëè÷íûå�îðìóëèðîâêè ýòîãî çàêîíà äëÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé. Ïðèâåäåì ñíà-÷àëà îñíîâíóþ �îðìóëèðîâêó. 175



Íåâîçìîæíî ñîçäàòü óñòðîéñòâî, êîòîðîå ìîãëî áû ïðîèçâå-ñòè ðàáîòó òîëüêî çà ñ÷åò îõëàæäåíèÿ îäíîãî òåëà. Ïîäðîáíåå:íåâîçìîæíî, ÷òîáû1) ñèñòåìà ñîâåðøèëà ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó;2) âñå òåëà ïðè ýòîì ïðèøëè áû â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå, êðîìåîäíîãî;3) è ýòî èñêëþ÷èòåëüíîå òåëî îòäàëî ñâîþ òåïëîâóþ ýíåðãèþè òåì ñàìûì ïîíèçèëî ñâîþ òåìïåðàòóðó.Ñèñòåìà, â êîòîðîé ñìîãëè áû ñîâåðøèòüñÿ óêàçàííûå ïðîöåñ-ñû, íàçûâàåòñÿ âå÷íûì äâèãàòåëåì âòîðîãî ðîäà. Îí ìîã áû ïðåîá-ðàçîâûâàòü òåïëîòó â ðàáîòó áåç äðóãèõ ïîñëåäñòâèé. Îïûò ïîêà-çûâàåò, ÷òî òàêîé äâèãàòåëü íåâîçìîæåí.Äëÿ ñèñòåì, âñå ÷àñòè êîòîðûõ èìåþò îäèíàêîâóþ òåìïåðà-òóðó, èç âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè ìîæíî âûâåñòè äâà ñëåä-ñòâèÿ.à) Åñëè òåðìè÷åñêè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñîâåðøèëà êðóãîâîéèçîòåðìè÷åñêèé ïðîöåññ (ò. å. âåðíóëàñü â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå), íåìîæåò áûòü ñîâåðøåíà ïîëîæèòåëüíàÿ ðàáîòà. Ïðåäïîëàãàåìóþ ðà-áîòó ñèñòåìà ìîãëà áû ïîëó÷èòü çà ñ÷åò îõëàæäåíèÿ åå îêðóæåíèÿ,íî òîãäà ýòî áûë áû âå÷íûé äâèãàòåëü âòîðîãî ðîäà.á) Íå âñå ñîñòîÿíèÿ òåðìè÷åñêè îäíîðîäíîé ñèñòåìû ìîæíîäîñòè÷ü èç ïðîèçâîëüíî çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîñðåäñòâîì àäèàáà-òè÷åñêîãî ïðîöåññà. Äîêàçàòåëüñòâî âåäåòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòüâñå ñîñòîÿíèÿ äîñòèæèìû çà ñ÷åò àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà. Ïî-ñòðîèì äâóõýòàïíûé ïðîöåññ. Íà ïåðâîì ýòàïå ñèñòåìà èçîòåðìè-÷åñêè ïåðåâîäèòñÿ â êàêîå-ëèáî äðóãîå ñîñòîÿíèå, ïðè÷åì îíà ïî-ëó÷àåò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q, âñëåäñòâèå ÷åãî ñîâåðøà-åò ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó A1, ïîòåðÿâ ïðè ýòîì ýíåðãèþ ∆E. Íàâòîðîì ýòàïå ñèñòåìà àäèàáàòè÷åñêè âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñî-ñòîÿíèå, ñîâåðøèâ ðàáîòó A2. Î÷åâèäíû ðàâåíñòâà Q = A1 + ∆E è
0 = A2 − ∆E. �àáîòà çà îáà ýòàïà A = A1 +A2 = Q > 0. Íî ýòà ðà-áîòà ïîëó÷åíà òîëüêî â ðåçóëüòàòå îõëàæäåíèÿ îäíîãî òåëà (ó íåãîèçúÿòî êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q), ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî.� 3. Îáðàòèìûå ïðîöåññû1. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ. Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàþòñÿòîëüêî îáðàòèìûå ïðîöåññû è äëÿ íèõ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ýíòðîïèè.176



Íî ñíà÷àëà ââåäåì åùå îäíó �óíêöèþ ñîñòîÿíèÿ. Çäåñü ìû îïÿòüîãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðà � îáúåìà V .�àññìîòðèì êðóãîâîé èçîòåðìè÷åñêèé ïðîöåññ. Ïðè òàêîì ïðî-öåññå ñóììàðíàÿ ðàáîòà íå èçìåíèòñÿ, ò. å.
∫

©PdV = 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå PdV ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðåÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì íåêîòîðîé �óíêöèè, çàâèñÿùåéîò òåìïåðàòóðû êàê îò ïàðàìåòðà. Îáîçíà÷èì ýòó �óíêöèþ F è áó-äåì íàçûâàòü åå ñâîáîäíîé ýíåðãèåé. Ââèäó çàâèñèìîñòè îò òåìïå-ðàòóðû åå ïîëíûé äè��åðåíöèàë ñîñòàâëÿåòñÿ èç äâóõ ñëàãàåìûõ.Ïåðâîå −PdV , à âòîðîå ïîêà íå îïðåäåëåíî. Çàïèøåì åãî â îáùåìâèäå êàê ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíîé ïî òåìïåðàòóðå íà äè��åðåí-öèàë òåìïåðàòóðû:
dF = −PdV +

∂F

∂t
dt. (4)Èñêëþ÷èâ îáùåå ñëàãàåìîå â ðàâåíñòâàõ (3) è (4), íàéäåì (äè��å-ðåíöèàëüíóþ) ñâÿçü ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñ ïîëíîé ýíåðãèåé:

dE = dQ+ dF − ∂F

∂t
dt.Âûðàçèì îòñþäà ïðèðîñò êîëè÷åñòâà òåïëîòû

dQ = d(E − F ) +
∂F

∂t
dtè ââåäåì äëÿ êðàòêîñòè âð�åìåííûå îáîçíà÷åíèÿ

G = E − F, g = −∂F
∂t
. (5)Òîãäà

dQ = dG− gdt. (6)2. Àäèàáàòè÷åñêèé ïðîöåññ. �àññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèåàäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà
dQ = dG− gdt = 0.177



Äîïóñòèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî åñòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ �óíê-öèÿìè îò t, ïðè÷åì îäíà èç íèõ, íàïðèìåð �óíêöèÿ G = G∗(t),ïðîèçâîëüíà. Òîãäà g = G′
∗(t). Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òî÷åê

(G, g, t) äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà çàäàþò êðèâóþ. Ïîêàæåì, ÷òî òà-êóþ êðèâóþ ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè. Äåé-ñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòè òî÷êè (G1, g1, t1) è (G2, g2, t2). Íà ïëîñêîñòè
(G, t) îíè çàäàþò çíà÷åíèÿ �óíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé ïðè äâóõ çíà-÷åíèÿõ àðãóìåíòà t: Gl = G∗(tl), gl = G′

∗(tl), l = 1, 2. Òàê êàê âñåãäàïóòåì âûáîðà �óíêöèè G∗(t) ìîæíî ïîäîáðàòü êðèâóþ, ïðîõîäÿ-ùóþ ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè ñ çàäàííûìè êàñà-òåëüíûìè â íèõ, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçèêè òàêîå ïîëîæåíèå íåâîçìîæíî,èáî îíî îçíà÷àëî áû, ÷òî äâà ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ìî-ãóò áûòü ñâÿçàíû àäèàáàòè÷åñêèì ïðîöåññîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìûäîëæíû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåëè÷èíà G ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé êàê îò
t, òàê è îò g:

G = H(g, t), (7)è ðåøàòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
∂H(g, t)

∂g
g′(t) +

∂H(g, t)

∂t
= g(t)îòíîñèòåëüíî g. �åøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çà-ïèñàòü êàê åãî èíòåãðàë: η(g, t) = C = onst. Ýòî ñîîòíîøåíèåâìåñòå ñ (7) òàêæå çàäàåò êðèâóþ, îäíàêî ñòåïåíü ïðîèçâîëà çäåñüìåíüøå: ÷åðåç äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè òàêóþ êðèâóþ, âîîáùå ãî-âîðÿ, ïðîâåñòè íåâîçìîæíî. Èìåÿ ýòî â âèäó, âîçâðàòèìñÿ ê âûðà-æåíèþ, ñòîÿùåìó â ïðàâîé ÷àñòè (6).3. Ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó �óíêöèÿìè G è g. �àññìîò-ðèì íåêîòîðóþ ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â ðàâíîâåñèè, è ðàçîáüåì ååíà äâå ÷àñòè. Âîñïîëüçóåìñÿ àääèòèâíîñòüþ ýíåðãèè, ñ÷èòàÿ, ÷òîâçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîäñèñòåìàìè ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî è ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ àääèòèâíà. Òîãäà àääèòèâíà è èõðàçíîñòü, ò. å. �óíêöèÿ G:

E = E1 + E2, F = F1 + F2, G = G1 +G2. (8)Ïðîäè��åðåíöèðóåì ñðåäíåå èç âûïèñàííûõ ðàâåíñòâ ïî òåì-178



ïåðàòóðå. Èç ïîëó÷àþùåãîñÿ ñîîòíîøåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ (5) �óíê-öèè g òîãäà ñëåäóåò, ÷òî îíà òàêæå àääèòèâíà:
∂F

∂t
=
∂F1

∂t
+
∂F2

∂t
, g = g1 + g2. (9)Óñëîâèå (7) çàïèøåì äëÿ âñåé ñèñòåìû è äëÿ äâóõ ñîñòàâëÿþùèõåå ÷àñòåé:

G = H(g, t), G1 = H1(g1, t), G2 = H2(g2, t). (10)Èç (10), (8) è (9) âûòåêàåò, ÷òî
H(g1 + g2, t) = H1(g1, t) +H2(g2, t).Ýòî �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ, òîëüêî åñëè âñå�óíêöèè H � ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà g ñ êîý��èöèåí-òàìè, çàâèñÿùèìè îò t, ïðè÷åì êîý��èöèåíò ïðè àðãóìåíòå g ó íèõîáùèé, à ñâîáîäíîå ñëàãàåìîå àääèòèâíî:

H1(g1, t) = α(t)g1 + β1(t), H2(g2, t) = α(t)g2 + β2(t),

H(g, t) = α(t)g + β(t), β(t) = β1(t) + β2(t). (11)Òàê êàê íà ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó è åå ïîäñèñòåìû íå íà-êëàäûâàëîñü íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, òî �óíêöèÿ α(t)äîëæíà áûòü óíèâåðñàëüíîé ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå òåìïåðàòó-ðû t. Êðîìå òîãî, îíà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Íà �óíêöèþæå β(t) êðîìå àääèòèâíîñòè äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íå íàëàãàåòñÿ.4. Àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà. Ïîäñòàâèâ â (6) ñîîòíîøåíèå
g =

G− β

α
,ñëåäóþùåå èç ðàâåíñòâ (7) è (11), ïîëó÷èì

dQ = dG− gdt = dG− G− β(t)

α(t)
dt.�àññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ êàê äè��åðåíöè-àëüíóþ �îðìó îò äâóõ ïåðåìåííûõ G è t è ïîêàæåì, ÷òî ýòà �îðìàèìååò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé òîëüêî îò t. Îáîçíà-÷èì ýòîò ìíîæèòåëü ÷åðåç 1/T (t). Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü �óíêöèÿ

S, äè��åðåíöèàë êîòîðîé 179



dS =
dG− [G− β(t)]dt/α(t)

T (t)
. (12)Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ îò S

∂2S

∂G∂t
=

∂2S

∂t ∂Gíàõîäèì äè��åðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó �óíêöèÿìè T (t)è α(t):
− T ′(t)

T 2(t)
= − 1

α(t)T (t)èëè
dT

T
=

dt

α(t)
.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

T = T (t) = T0 exp





t∫

t0

dt′

α(t′)



 .Òàê êàê �óíêöèÿ α(t) > 0 óíèâåðñàëüíà, òî òàêîâîé æå ÿâëÿåò-ñÿ è �óíêöèÿ T (t). Êàê âñÿêóþ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ �óíêöèþòåìïåðàòóðû, åå òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü òåìïåðàòóðîé. Îíà íàçû-âàåòñÿ àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðîé, èëè òåìïåðàòóðîé â àáñîëþòíîéòåðìîäèíàìè÷åñêîé øêàëå Êåëüâèíà. Ýòà øêàëà ëèíåéíî ñâÿçàíàñ îáû÷íûìè øêàëàìè, íàïðèìåð ñî øêàëîé Öåëüñèÿ.Åäèíèöà ýòîé øêàëû, ñîâïàäàþùàÿ ñ ãðàäóñîì Öåëüñèÿ, íàçû-âàåòñÿ êåëüâèíîì è îáîçíà÷àåòñÿ Ê.5. Ýíòðîïèÿ. Ôóíêöèÿ S, îïðåäåëåííàÿ ÷åðåç ñâîé äè��å-ðåíöèàë ðàâåíñòâîì (12), ÿâëÿåòñÿ åùå îäíîé �óíêöèåé ñîñòîÿíèÿè íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé. Îíà ìîæåò áûòü â ÿâíîì âèäå âûðàæåíà÷åðåç ââåäåííûå �óíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì (12) òàê:
dS =

TdG− dT

T 2
+ β(t)

dT

T 2
.Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

S =
G

T
+

∫

β(t)
dT

T 2
.Ýíòðîïèÿ, âïðî÷åì êàê è äðóãèå �óíêöèè ñîñòîÿíèÿ â êëàñ-ñè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå, îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãîñëàãàåìîãî. Äàëåå ìû ïîëó÷èì åå âûðàæåíèå äëÿ êëàññè÷åñêîãîèäåàëüíîãî ãàçà. 180



6. Îñíîâíîå óðàâíåíèå òåðìîäèíàìèêè îáðàòèìûõ ïðî-öåññîâ. Îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè (12) ìîæíî ïåðåïèñàòü êîðî÷å:
dS =

dQ

T
,Àäèàáàòè÷åñêèé ïðîöåññ dQ = 0 ìîæíî íàçûâàòü è èçîýíòðîïèé-íûì, òàê êàê ïðè òàêîì ïðîöåññå dS = 0.ßñíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî îáðàòèìîãî ïðîöåññà äîëæíîâûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

∫

© dS =

∫

© dQ

T
= 0, (13)íàçûâàåìîå ðàâåíñòâîì Êëàóçèóñà.Òàê êàê èç îïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè ñëåäóåò, ÷òî

dQ = TdS,òî ïðè îäíîì âíåøíåì ïàðàìåòðå � îáúåìå
dE = TdS − PdV. (14)Ýòî è åñòü îñíîâíîå óðàâíåíèå îáðàòèìûõ ïðîöåññîâ.7. Ñâÿçü ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñ ýíòðîïèåé. Ïåðåïèøåìîïðåäåëåíèå ýíòðîïèè ÷åðåç ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ:

S =
E − F

T
+

∫

β(t)
dT

T 2
.Îòñþäà

F = E − TS + T

∫

β(t)
dT

T 2
. (15)Ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé àääèòèâ-íîé �óíêöèè β(t), êîòîðóþ ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ. Òîãäàñîîòíîøåíèå (15) óïðîñòèòñÿ:

F = E − TS. (16)Ïðîèçâåäåíèå TS íàçûâàþò ñâÿçàííîé ýíåðãèåé.Ôîðìóëà (16) äàåò îêîí÷àòåëüíîå îïðåäåëåíèå ñâîáîäíîé ýíåð-ãèè â êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå, îäíàêî âñå æå îíà îïðåäåëåíàíå ïîëíîñòüþ. Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ E è ýíòðîïèÿ S ìîãóò ñîäåðæàòüïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, òî F çàäàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé�óíêöèè àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû. Â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå âñåýòè �óíêöèè áóäóò îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.181



� 4. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ1. Òåïëîåìêîñòü. Ýòî îäíî èç âàæíûõ ïîíÿòèé, îïðåäåëÿå-ìûõ â òåðìîäèíàìèêå è ïðèìåíÿåìûõ â òåõíèêå. Êîðîòêî ãîâîðÿ,ýòî ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà òåïëîòû ïðè ïîâûøåíèè òåì-ïåðàòóðû, ò. å.
C =

dQ

dT
. (17)Îäíàêî îïðåäåëåíèå (17) íåóäîâëåòâîðèòåëüíî ïî äâóì ïðè÷è-íàì. Âî-ïåðâûõ, âåëè÷èíà dQ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äè��åðåíöèà-ëîì, ïîýòîìó âìåñòî dQ ëó÷øå èñïîëüçîâàòü TdS. Âî-âòîðûõ, íåóêàçàíî, êàêèå ïåðåìåííûå ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè çàêðåïëåíû.�àçëè÷àþò òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå è ïðè ïîñòîÿííîìäàâëåíèè. Èõ îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî

Cv = T
∂S

∂T

∣
∣
∣
∣
V

, Cp = T
∂S

∂T

∣
∣
∣
∣
P

. (18)Ïåðâóþ èç ýòèõ �îðìóë ââèäó (14) ìîæíî ïåðåïèñàòü èíà÷å:
Cv =

∂E

∂T

∣
∣
∣
∣
V

.Äâå òåïëîåìêîñòè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ïðèâåäåì îäíî ñîîò-íîøåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé (18)è îñíîâíîãî ðàâåíñòâà (14). Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî òàê:
TdS = dE + PdV.Ïîäñòàâèì â íåãî î÷åâèäíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî äè��åðåíöè-àëà ýíåðãèè

dE =
∂E

∂T

∣
∣
∣
∣
V

dT +
∂E

∂V

∣
∣
∣
∣
T

dV.Äàëåå, çà�èêñèðîâàâ äàâëåíèå, ðàçäåëèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà
dT . Â ðåçóëüòàòå íàéäåì ñâÿçü

Cp = Cv +

(
∂E

∂V

∣
∣
∣
∣
T

+P

)
∂V

∂T

∣
∣
∣
∣
P

. (19)2. Öèêë Êàðíî. Âåñüìà âàæíóþ ðîëü â êëàññè÷åñêîé òåð-ìîäèíàìèêå èãðàåò ïîíÿòèå öèêëà Êàðíî, ââåäåííîå èì â òåîðèþâ 182



ñâÿçè ñ íàáëþäåíèÿìè íàä ïàðîâûìè ìàøèíàìè. Öèêë ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé îïòèìàëüíûé âàðèàíò òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà â òîìñìûñëå, ÷òî ýòî ïðîöåññ ñ íàèáîëüøèì êîý��èöèåíòîì ïîëåçíîãîäåéñòâèÿ.
T

T2

T1

V1 V ′

1 V2 V ′

2 V�èñ. 12. Èçîáðàæåíèå öèêëà Êàðíî íà ïëîñêîñòè (V, T ).Öèêë Êàðíî � ýòî îáðàòèìûé êðóãîâîé ïðîöåññ, âêëþ÷àþùèéäâå àäèàáàòè÷åñêèå è äâå èçîòåðìè÷åñêèå ñòàäèè, êàê èçîáðàæåíîíà ðèñ. 12 â âèäå äèàãðàììû íà ïëîñêîñòè (V, T ). Òàì æå óêàçàíîíàïðàâëåíèå öèêëà, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ èç òî÷êè (V1, T2). Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíèé ïàðàìåòð òîëüêî îäèí � îáúåì, à âíóòðåí-íèé � òåìïåðàòóðà. Äâà çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû ïðèïèøåì îáúåê-òàì, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü íàãðåâàòåëåì ñ òåìïåðàòóðîé T2 èõîëîäèëüíèêîì ñ òåìïåðàòóðîé T1 < T2. Óðàâíåíèÿ îòðåçêîâ èçî-òåðì â ïðèíÿòûõ êîîðäèíàòàõ ñóòü T = T2 ïðè V1 < V < V2 è
T = T1 ïðè V ′

1 < V < V ′
2 . Âèä óðàâíåíèé àäèàáàò, èñõîäÿùèõ èçòî÷åê (V2, T2) è (V ′

1 , T1) è èäóùèõ äî çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû T1 è T2ñîîòâåòñòâåííî, çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ðàáî÷åãî âåùåñòâà. Îäíàêîâñåãäà ∂T

∂V

∣
∣
∣
∣
S

< 0.Íàéäåì êîý��èöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ (ÊÏÄ) öèêëà Êàð-íî. ÊÏÄ � ýòî îòíîøåíèå ðàáîòû A, ïðîèçâåäåííîé ñèñòåìîé, êòîìó êîëè÷åñòâó òåïëîòû, êîòîðîå ýòà ñèñòåìà ïîëó÷èëà. Ïðè âû-ïîëíåíèè öèêëà Êàðíî ñèñòåìà ïîëó÷àåò òåïëîòó îò íàãðåâàòåëÿíà ó÷àñòêå ñ òåìïåðàòóðîé T2. Îáîçíà÷èì ýòî êîëè÷åñòâî òåïëîòû183



Q2. Íàïðîòèâ, íà ó÷àñòêå õîëîäèëüíèêà ñèñòåìà îòäàåò òåïëîòó Q1.Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
η =

A

Q2
.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû η öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíèòü ðàâåí-ñòâî Êëàóçèóñà (13) ñ êîíòóðîì èíòåãðèðîâàíèÿ öèêëà Êàðíî. Èí-òåãðàëû ïî àäèàáàòè÷åñêèì ó÷àñòêàì ðàâíû íóëþ, à ïðè èíòåãðè-ðîâàíèè ïî èçîòåðìè÷åñêèì ó÷àñòêàì çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû âûíå-ñåì èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëîâ. Îñòàâøèåñÿ ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷è-íû è áóäóò Q2 è Q1:

∫

© dQ

T
=

1

T2

∫

V1<V <V2

dQ+
1

T1

∫

V ′

2
>V >V ′

1

dQ =
Q2

T2
− Q1

T1
= 0.Òàê êàê ðàáîòà ðàâíà ðàçíîñòè êîëè÷åñòâ òåïëîòû A = Q2 −Q1, òî

η =
Q2 −Q1

Q2
= 1 − Q1

Q2
= 1 − T1

T2
=
T2 − T1

T2
. (20)�àâåíñòâî (20) âûðàæàåò òåîðåìó Êàðíî: êîý��èöèåíò ïîëåç-íîãî äåéñòâèÿ η öèêëà Êàðíî íå çàâèñèò îò ðàáî÷åãî âåùåñòâà,à çàâèñèò òîëüêî îò òåìïåðàòóð íàãðåâàòåëÿ T2 è õîëîäèëüíèêà

T1 è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (20).3. ÊÏÄ ïðîèçâîëüíîãî öèêëà. Äîêàæåì åùå îäíó òåîðåìó.Ïóñòü ñèñòåìà ñîâåðøàåò ïðîèçâîëüíûé îáðàòèìûé öèêë, ïðè-÷åì ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà íà ó÷àñòêå, ãäå îíà ïîëó÷àåò òåï-ëîòó (òàì dQ > 0), ðàâíà Tmax, à ìèíèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà íàó÷àñòêå, ãäå îíà îòäàåò òåïëîâóþ ýíåðãèþ (dQ < 0), ðàâíà Tmin.Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
η ≤ Tmax − Tmin

Tmax .Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ðàâåíñòâå Êëàóçèóñà
∫

© dQ

T
=

∫

dQ>0

dQ

T
−
∫

dQ<0

|dQ|
T

= 0è î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâàõ
∫

dQ>0

dQ

T
≥ 1

Tmax ∫

dQ>0

dQ=
Q+

Tmax
,

∫

dQ<0

|dQ|
T

≤ 1

Tmin ∫

dQ>0

|dQ|= Q−
Tmin .184



Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, âûòåêàþò ñëå-äóþùèå íåðàâåíñòâà:
Q−
Tmin ≥

∫

dQ<0

|dQ|
T

=

∫

dQ>0

dQ

T
≥ Q+

Tmax , Q−
Q+

≥ Tmin
Tmax .Òàê êàê ñîâåðøåííàÿ ñèñòåìîé ðàáîòà A = Q+ −Q−, òî

η =
A

Q+
=
Q+ −Q−

Q+
≤ 1 − Tmin

Tmax =
Tmax − Tmin

Tmax .Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî öèêë Êàðíî � ñàìûé âûãîäíûé âñìûñëå ÊÏÄ. � 5. Èäåàëüíûé ãàç1. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ. Èäåàëüíûé ãàç � ýòî òàêîé ãàç,÷àñòèöû êîòîðîãî íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé. Òîãäà è ÷àñòèîáúåìà òàêîãî ãàçà íå âçàèìîäåéñòâóþò. Äëÿ ïðîñòîòû ïîäðîáíîðàññìîòðèì îäíîàòîìíûé ãàç, ò. å. ñîñòîÿùèé èç ïðîñòûõ àòîìîâ,íå èìåþùèõ âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.Äëÿ ãàçîâ â óñëîâèÿõ, áëèçêèõ ê íîðìàëüíûì (àòìîñ�åðíîåäàâëåíèå, êîìíàòíàÿ òåìïåðàòóðà), ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå ñîñòîÿ-íèÿ èäåàëüíîãî ãàçà
PV

T
= onst. (21)Èç íåãî ïðè �èêñèðîâàííûõ òåìïåðàòóðå, äàâëåíèè èëè îáúåìå,ò. å. ïðè èçîòåðìè÷åñêîì, èçîáàðè÷åñêîì è èçîõîðè÷åñêîì ïðîöåñ-ñàõ, âûòåêàþò çàêîíû Áîéëÿ�Ìàðèîòòà, �åé Ëþññàêà è Øàðëÿ ñî-îòâåòñòâåííî.×àñòî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (21) çàïèñûâàþò äëÿ 1 ìîëÿ ãàçà(ãðàìì-àòîì èëè ãðàìì-ìîëåêóëà). Ìîëü � ýòî êîëè÷åñòâî ãàçà,ìàññà êîòîðîãî (â ãðàììàõ) ðàâíà åãî ìîëåêóëÿðíîìó (àòîìíîìó)âåñó. Îäèí ìîëü ëþáîãî ãàçà ñîäåðæèò îäèíàêîâîå ÷èñëî ÷àñòèö

NA � ÷èñëî Àâîãàäðî. Åãî îïðåäåëèëè èç îïûòà. Àòîìíûé âåñ âî-äîðîäà ðàâåí 1.008. Ñëåäîâàòåëüíî ìàññà àòîìîâ âîäîðîäà, ÷èñëîêîòîðûõ ðàâíî ÷èñëó Àâîãàäðî, ðàâíà NAmH = 1.008 ã, ãäå mH =
1.6734 ·10−24 ã � ìàññà àòîìà âîäîðîäà. Ïîýòîìó NA = 6.023 · 1023.185



Îáîçíà÷èì îáúåì 1 ìîëÿ ÷åðåç v. Òîãäà äëÿ 1 ìîëÿ óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå
Pv = RT,ãäå R = 8.314 · 107 ýðã/Ê = 8.314 Äæ/Ê � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿïîñòîÿííàÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé òàêæå îïðåäåëåíî èç îïûòà. Îòíî-øåíèå

kB = R/NA = 1.3804 · 10−16ýðã/Ê = 1.3804 · 10−23Äæ/Êåñòü ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà. ×åðåç íåå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïèøåò-ñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ãàçà:
PV = NkBT,ãäå V =

N

NA
v.Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, èäåàëüíûé ãàç ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíäëÿ ïîñòðîåíèÿ øêàëû òåìïåðàòóðû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ëèáîïîääåðæèâàòü â íåì ïîñòîÿííûì îáúåì è èçìåíÿòü äàâëåíèå, ëè-áî �èêñèðîâàòü äàâëåíèå è èçìåíÿòü îáúåì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òåì-ïåðàòóðà ïðîïîðöèîíàëüíà èçìåíÿåìîé âåëè÷èíå. Ìíîãî÷èñëåííûåîïûòû ñ ðàçðåæåííûìè, à çíà÷èò, èäåàëüíûìè, ãàçàìè ïîêàçàëè,÷òî îòíîøåíèå

(PV )100 − (PV )0
(PV )0

=
R(T100 − T0)

RT0
=

100

T0
= 0.36608.Çäåñü èíäåêñ 0 îòíîñèòñÿ ê òåìïåðàòóðå òàþùåãî ëüäà, à èíäåêñ100 � ê òåìïåðàòóðå êèïÿùåé âîäû ïðè àòìîñ�åðíîì äàâëåíèè.Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ T0 = 273.16 Ê. Òàêèì îáðàçîì, òåìïåðàòóðààáñîëþòíîãî íóëÿ ïî øêàëå Öåëüñèÿ ðàâíà −273.16 ◦C è

T = tC + 273.16.2. Ñâÿçü ìåæäó òåïëîåìêîñòÿìè èäåàëüíîãî ãàçà. Äâåòåïëîåìêîñòè èäåàëüíîãî ãàçà ñâÿçàíû î÷åíü ïðîñòîé çàâèñèìî-ñòüþ. ×òîáû åå ïîëó÷èòü, âîñïîëüçóåìñÿ åùå îäíèì îïûòíûì �àê-òîì.Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýíåðãèÿ ðàçðåæåííûõ ãàçîâ çàâèñèò òîëü-êî îò òåìïåðàòóðû, íî íå çàâèñèò îò îáúåìà (çàêîí Äæîóëÿ). Òî÷-íàÿ �îðìóëà
E =

3

2
NkBT (22)186



ïîëó÷àåòñÿ èç ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, à èìåííî, èç ðàñ-ïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà, êîòîðîå ìû âûâåäåì â ãëàâå III.Òîãäà äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà
∂E

∂V

∣
∣
∣
∣
T

= 0. (23)Âìåñòå ñ òåì ïðè èçîáàðè÷åñêîì ïðîöåññå V =
NkBT
P

è
∂V

∂T

∣
∣
∣
∣
P

=
NkB
P

.Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðîèçâîäíûå â �îðìóëó (19), íàõîäèì
Cp = Cv +NkB. (24)Äëÿ ãàçîâ íàðÿäó ñ òåïëîåìêîñòÿìè Cp è Cv ââîäÿòñÿ òàê íàçû-âàåìûå ìîëÿðíûå òåïëîåìêîñòè, ðàññ÷èòàííûå íà 1 ìîëü. Èõ îáî-çíà÷àþò òåìè æå áóêâàìè, íî ñòðî÷íûìè, ñ òåìè æå èíäåêñàìè.ßñíî, ÷òî

Cv =
N

NA
cv, Cp =

N

NA
cp.Äëÿ ìîëÿðíûõ òåïëîåìêîñòåé ñîîòíîøåíèå (24) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

cp = cv +R.3. Òåïëîåìêîñòè èäåàëüíîãî ãàçà. Ïðîùå âñåãî âû÷èñëèòüòåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, òàê êàê ýíåðãèÿ îò îáúåìàíå çàâèñèò. Äè��åðåíöèðóÿ (22) ïî òåìïåðàòóðå, ñ ó÷åòîì (24) íà-õîäèì
Cv =

3

2
NkB, Cp =

5

2
NkB.Òåïëîåìêîñòè, ðàññ÷èòàííûå íà 1 ìîëü, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãà-çîâóþ ïîñòîÿííóþ:

cv =
3

2
R, cp =

5

2
R.4. Ýíòðîïèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Îáðàùåíèå â íóëü ïðîèçâîä-íîé îò ýíåðãèè ïî îáúåìó, âûðàæàåìîå ðàâåíñòâîì (23), ïîêàçûâàåò,÷òî äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà ìîæíî íàïèñàòü

dE = CvdT.Äàëåå, èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äè��åðåíöèàë îáúåìà
dV =

NkB
P

dT − NkBT
P 2

dP.187



Ïîäñòàâèâ ïîñëåäíèå äâà âûðàæåíèÿ â ðàâåíñòâî (14), íàéäåì äëÿäè��åðåíöèàëà ýíòðîïèè
dS=

dE+PdV

T
=(Cv+NkB)

dT

T
−NkB dP

P
=

5

2
NkB dT

T
−NkB dP

P
. (25)Ýòî âûðàæåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ

S = NkB(5

2
lnT − lnP

)

+ S0.Èñêëþ÷èâ îòñþäà äàâëåíèå ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èîáúåäèíèâ ëîãàðè�ìû, ïðèäåì ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ
S = NkB ln

(
V

N
T 3/2

)

+ S′
0.5. Óðàâíåíèå àäèàáàòû. Ïîëîæèâ â ðàâåíñòâå (25) dS = 0,ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

CvdT + PdV = 0.Èñêëþ÷èâ òåì æå ñïîñîáîì äàâëåíèå è âîñïîëüçîâàâøèñü ñâÿçüþìåæäó òåïëîåìêîñòÿìè (19), íàéäåì
Cv

dT

T
+ (Cp − Cv)

dV

V
= 0. (26)Ïîäåëèì íà Cv è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

γ =
Cp

Cv
.Ôîðìóëó (26) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü è ïîëó÷èòü

TV γ−1 = onst. (27)Åñëè èñêëþ÷èòü òåìïåðàòóðó, âûðàçèâ åå èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,òî ïîëó÷èòñÿ
PV γ = onst′. (28)Ñîîòíîøåíèÿ (27) è (28) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè àäèàáàòû, àïîñòîÿííàÿ γ � ïîêàçàòåëåì àäèàáàòû. Ýòè óðàâíåíèÿ âåðíû äëÿëþáûõ èäåàëüíûõ ãàçîâ. Äëÿ îäíîàòîìíûõ ïîêàçàòåëü àäèàáàòû

γ = 5/3.Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà èäåàëüíûõ ãàçîâ áóäóò îïèñàíû â ãëàâàõIII è IV. 188



� 6. Íåîáðàòèìûå è íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû1. Íåîáðàòèìûå àäèàáàòè÷åñêèå ïåðåõîäû. Åñëè ïåðåõîäìåæäó äâóìÿ ðàâíîâåñíûìè ñîñòîÿíèÿìè àäèàáàòè÷åñêèé è êâàçè-ñòàòè÷åñêèé, ò. å. îáðàòèìûé, òî dS = 0 è ýíòðîïèÿ íå ìåíÿåòñÿ.Îäíàêî åñëè ïðîèçâåñòè ïåðåõîä õîòÿ è áåç ïðèòîêà òåïëîâîé ýíåð-ãèè, íî äîñòàòî÷íî áûñòðî, ò. å. î÷åíü áûñòðî èçìåíèòü âíåøíèåïàðàìåòðû ñèñòåìû äî íîâûõ èõ çíà÷åíèé, òî ñèñòåìà íå óñïååòïîäñòðîèòüñÿ ê òàêèì èçìåíåíèÿì (ïðèéòè ê ðàâíîâåñèþ) è â íåéïðîèçîéäóò íåîáðàòèìûå èçìåíåíèÿ. Ïîñëå òîãî êàê âíåøíèå ïà-ðàìåòðû ïåðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ, ñèñòåìà, êîíå÷íî, ñíîâà ïðèäåò âðàâíîâåñèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íîâûì çíà÷åíèÿì âíåøíèõ ïàðàìåò-ðîâ, îäíàêî ýíòðîïèÿ ïðè ýòîì íå ñîõðàíèòñÿ. Ïðîñëåäèì çà ýòèìïîäðîáíåå.Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíî ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ðàâíîâåñíîì ñîñòî-ÿíèè ñ âíåøíèìè ïàðàìåòðàìè a0
j (îäèí èç íèõ � îáúåì) è ýíåð-ãèåé E0. Ïóñòü èñõîäíîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè S0 = S(a0

j , E0). Èçìå-íèì âíåøíèå ïàðàìåòðû (íàïðèìåð, îáúåì ïîðøíåì) íåêâàçèñòà-òè÷åñêè äî çíà÷åíèé a1
j . Èç íàðóøåííîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìà ÷åðåçêàêîå-òî âðåìÿ ïåðåéäåò â ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñ âíåøíèìè ïà-ðàìåòðàìè a1

j , ýíåðãèåé E1 è ýíòðîïèåé S1 = S(a1
j , E1) 6= S0. Çàòåìïåðåâåäåì ñèñòåìó â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå óæå êâàçèñòàòè÷åñêè (èàäèàáàòè÷åñêè). Â ðåçóëüòàòå âíåøíèå ïàðàìåòðû âåðíóòñÿ ê ñâî-èì èñõîäíûì çíà÷åíèÿì a0

j , íî ýíåðãèÿ ïðèìåò çíà÷åíèå E2 6= E0,òàê êàê ïðîöåññ, ïðîäåëàííûé ñèñòåìîé, íå êðóãîâîé. Ñèñòåìà ñî-âåðøèò ðàáîòó A = E0 − E2. Ýòà ðàáîòà íåïîëîæèòåëüíà, òàê êàêèíà÷å ìû ïîëó÷èëè áû ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó çà ñ÷åò èçìåíåíèÿýíåðãèè ñèñòåìû, ò. å. åå îõëàæäåíèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìóíà÷àëó òåðìîäèíàìèêè.Èç òîãî, ÷òî ðàáîòà A ≤ 0, ò. å. E2 ≥ E0, âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
S1−S0=S(a0

j , E2)−S(a0
j , E0)≥0, òàê êàê ñîãëàñíî (25) ïðîèçâîäíàÿ

∂S

∂E
=

1

T
> 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåîáðàòèìûõ, äàæå àäèàáàòè÷å-ñêèõ, ïðîöåññàõ ýíòðîïèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, âîçðàñòàåò.2. Ýíòðîïèÿ íåðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé. Äî ñèõ ïîð ãîâî-ðèëîñü îá ýíòðîïèè òîëüêî ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ íåðàâíî-âåñíûõ æå ñîñòîÿíèé ýíòðîïèþ ïðèäåòñÿ îïðåäåëèòü çàíîâî.189



Íåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ íå òîëüêî âíåøíè-ìè ïàðàìåòðàìè è òåìïåðàòóðîé, íî è êàêèìè-òî äîïîëíèòåëüíûìèâíóòðåííèìè ïàðàìåòðàìè. Äîïóñòèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî òàêîé äî-ïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð îäèí. Âíåøíèì ïàðàìåòðîì ïî-ïðåæíåìóñ÷èòàåì îáúåì V . Åñëè èìåþòñÿ è äðóãèå âíåøíèå ïàðàìåòðû aj , òîâìåñòî PdV ñëåäóåò ïèñàòü ñóììó∑Xjdaj . Ïðèõîäèòñÿ ðàçëè÷àòüñëó÷àè îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ ïî òåìïåðàòóðå òåë.Îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà ñ îäíî-ðîäíîé òåìïåðàòóðîé îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîìïðîöåññå ñîõðàíÿåòñÿ îñíîâíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâåíñòâî (14).Äàäèì ýòî îïðåäåëåíèå íà ïðèìåðå ãàçîâ.Ïóñòü íåðàâíîâåñíîñòü ãàçîâîé ñèñòåìû çàêëþ÷àåòñÿ â íåðàâ-íîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè âåùåñòâà â ñîäåðæàùåì ãàç ñî-ñóäå. Ïåðåéòè ê íåðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ èç ðàâíîâåñíîãî êâàçè-ñòàòè÷åñêè ìîæíî, åñëè êâàçèñòàòè÷åñêè âêëþ÷àòü íåêîòîðîå ñè-ëîâîå ïîëå, ïîäîáðàâ åãî òàê, ÷òîáû è ñîçäàëîñü çàäàííîå íåðàâ-íîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè. Ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèéïîëå, áóäåò åùå îäíèì âíåøíèì ïàðàìåòðîì ñèñòåìû. Îáîçíà÷èìåãî x, à ñîîòâåòñòâóþùèé êîý��èöèåíò ïðè åãî äè��åðåíöèàëå ââûðàæåíèè äëÿ äè��åðåíöèàëà ýíåðãèè � ξ. Áóäåì íàçûâàòü xíàïðÿæåííîñòüþ ïîëÿ. Åñëè òàêèõ ïàðàìåòðîâ íåñêîëüêî, òî îäíîñëàãàåìîå xξ ñëåäóåò çàìåíèòü íà ñóììó ñëàãàåìûõ âèäà xiξi.Äîñòèãíóòîå ñîñòîÿíèå ïðè íàëè÷èè ïîëÿ áóäåò ðàâíîâåñíûì.Çàòåì ¾îòêëþ÷èì¿ ïîëå. �àç ñðàçó æå ñòàíåò íåðàâíîâåñíûì. Äëÿïîëó÷èâøåãîñÿ íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëèì ýíòðîïèþ êàêýíòðîïèþ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëåì. Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ E∗ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëåì è ýíåðãèÿ E íåðàâíîâåñíîãî ñîñòî-ÿíèÿ áåç ïîëÿ ñ îäèíàêîâîé ýíòðîïèåé ðàçëè÷íû, òàê êàê â îòñóò-ñòâèå ïîëÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà íóëþ.Èç èçëîæåííûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòü-ñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ: äëÿ ýíòðîïèè
TdS = dE∗ + PdV + ξdx (29)è äëÿ ýíåðãèè

E = E∗ + xξ. (30)Ïðîèçâåäåíèå xξ � ýòî ðàáîòà, êîòîðàÿ ñîâåðøàåòñÿ ïðè ìãíîâåí-íîì âêëþ÷åíèè (ñ ìèíóñîì � ïðè âûêëþ÷åíèè) ïîëÿ ñ âîçðàñòà-íèåì äîïîëíèòåëüíîãî âíóòðåííåãî ïàðàìåòðà îò 0 äî çíà÷åíèÿ x,190



òàê ÷òî âåëè÷èíà ξ íå óñïåâàåò èçìåíèòüñÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü ýíòðî-ïèþ �óíêöèåé îò ýíåðãèè, âíåøíåãî ïàðàìåòðà V è âíóòðåííåãîïàðàìåòðà ξ. Òîãäà èç (29) è (30) ñëåäóåò, ÷òî
TdS = dE + PdV − xdξ.Äëÿ íåãàçîâûõ ñèñòåì (æèäêîñòåé èëè òâåðäûõ òåë) ìîæíîââåñòè äðóãèå ïîëÿ, êàê è äëÿ ãàçîâ ñ áîëåå ñëîæíûìè âèäàìèíåðàâíîâåñíîñòè. Ìîæíî ââåñòè êîìáèíàöèè ïîëåé ñ á�îëüøèì ÷èñ-ëîì ïàðàìåòðîâ.Íàêîíåö, åñëè ñèñòåìà íåîäíîðîäíà ïî òåìïåðàòóðå, òî åå ðàç-áèâàþò íà ÷àñòè, êîòîðûå ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòüîäíîðîäíûìè. Òîãäà äëÿ êàæäîé ÷àñòè ýíòðîïèþ îïðåäåëÿþò îïè-ñàííûì ñïîñîáîì, à ýíòðîïèþ âñåé ñèñòåìû � êàê ñóììó ýíòðîïèé÷àñòåé. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî áûòü óâåðåííûì, ÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòåéàääèòèâíà, ò. å. ÷àñòè ìåæäó ñîáîé íå âçàèìîäåéñòâóþò.3. Çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè. Äîêàæåì, ÷òî ïðè âñÿêîìàäèàáàòè÷åñêîì ïðîöåññå ýíòðîïèÿ íå ìîæåò óìåíüøàòüñÿ.Ïóñòü íåêîòîðàÿ ñèñòåìà òåðìè÷åñêè îäíîðîäíà è àäèàáàòè÷å-ñêè èçîëèðîâàíà â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé E1, îáúåìîì

V , âíóòðåííèì ïàðàìåòðîì ξ1 è ýíòðîïèåé S1 = S(E1, V1, ξ1). Ïóñòüâíåøíèé ïàðàìåòð V èçìåíÿåòñÿ, è ñèñòåìà ïåðåõîäèò â äðóãîå, âî-îáùå ãîâîðÿ, òîæå íåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñî çíà÷åíèÿìè ïðèâå-äåííûõ âûøå ïàðàìåòðîâ E2, V2, ξ2 è ýíòðîïèåé S2 = S(E2, V2, ξ2).Çàòåì ìãíîâåííî ââîäèòñÿ âíåøíåå ïîëå òàêîé íàïðÿæåííîñòè x2,÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñ âíóòðåííèì ïàðàìåòðîì ξ2 ñòàíîâèòñÿ ðàâ-íîâåñíûì. Ýíòðîïèÿ è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ V2 è ξ2 ïðè ýòîì íåèçìåíÿþòñÿ, à ê ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïî-ëÿ −x2ξ2, òàê ÷òî îíà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé E∗
2 = E2 − x2ξ2. Äàëåå,ñèñòåìà êâàçèñòàòè÷åñêè çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ îáúåìà è íàïðÿæåííî-ñòè ïîëÿ äî çíà÷åíèÿ x1 ïåðåâîäèòñÿ èç ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿñ ïàðàìåòðàìè E∗

2 , V2, ξ2 â ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñ ïàðàìåòðàìè
E∗

3 , V1, ξ1. Ïðè ýòîì ýíòðîïèÿ íå èçìåíÿåò ñâîåãî çíà÷åíèÿ S2. Íà-êîíåö, ïîëå ìãíîâåííî âûêëþ÷àåòñÿ, è ñèñòåìà ïåðåõîäèò îïÿòü âíåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñ ïàðàìåòðàìè E3, V1, ξ1. Ïðè ïîñëåäíåìïåðåõîäå ñèñòåìà ñîâåðøàåò ðàáîòó, à ýíòðîïèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé
S2 = S(E3, V1, ξ1).Ïîñëå âñåõ ïåðåõîäîâ ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå ìîæåò óìåíüøèòü-ñÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îêàçàëîñü áû, ÷òî îíà ñîâåðøèëà191



ðàáîòó çà ñ÷åò ñâîåé òåïëîâîé ýíåðãèè, ò. å. ñûãðàëà ðîëü âå÷íîãîäâèãàòåëÿ âòîðîãî ðîäà. Òàêèì îáðàçîì, E3 ≥ E1 è
S2 = S(E3, V1, ξ1) ≥ S(E1, V1, ξ1) = S1ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé îò ýíòðîïèè ïî ýíåðãèè.Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïðîöåññå dE + PdV = 0, òàê ÷òî

dS =
∂S

∂ξ

∣
∣
∣
∣
E,V

dξ ≥ 0.Ýòà ÷àñòü äè��åðåíöèàëà ýíòðîïèè íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé,òàê êàê ýíòðîïèÿ íå ìîæåò óáûâàòü.4. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ. Ýòèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìýíòðîïèè.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâå-ñèÿ ñ ïàðàìåòðàìè E, aj è àäèàáàòè÷åñêè èçîëèðîâàíà, òî çíà÷å-íèå âíóòðåííåãî ïàðàìåòðà ξ = ξ0 îòâå÷àåò ìàêñèìóìó �óíêöèè
S = S(E, aj , ξ). Åñëè áû ñèñòåìà íàõîäèëàñü íå â ñîñòîÿíèè ðàâíî-âåñèÿ, à ýíòðîïèÿ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ E è aj è íåêîòîðîìçíà÷åíèè ξ èìåëà ìàêñèìóì, òî ïðè ëþáûõ èçìåíåíèÿõ ïàðàìåò-ðà ξ ýíòðîïèÿ óõîäèëà áû îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ò. å. óìåíü-øàëàñü, à ýòî íåâîçìîæíî â ñèëó äîêàçàííîãî, ÷òî ïðè âñåõ àäèàáà-òè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ýíòðîïèÿ íå ìîæåò óáûâàòü. Ïîñëå äîñòèæåíèÿìàêñèìóìà â ðàâíîâåñèè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïåðåñòàåò çàâèñåòü îòïàðàìåòðà ξ.Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì èçëîæåíèå êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíà-ìèêè. Äàëüíåéøèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ãàçîâ áóäóò âûâå-äåíû ïîñëå �îðìóëèðîâêè çàêîíîâ ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè.
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�ëàâà II. �àñïðåäåëåíèÿ �èááñà� 1. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè1. Îñîáåííîñòè ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ÷àñòèö. Òåî-ðåòè÷åñêàÿ �èçèêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâå ñòàòèñòè÷åñêèå �èçèêè:êëàññè÷åñêóþ è êâàíòîâóþ. Îíè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ, òàê êàêïåðâàÿ îïèñûâàåò êëàññè÷åñêèå ÷àñòèöû è îñíîâûâàåòñÿ íà êëàññè-÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ÿâëÿþùèõñÿ îáûêíîâåííûìèäè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, à âòîðàÿ � íà êâàíòîâîìåõà-íè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èëè äàæå íà áîëååñëîæíûõ (îïåðàòîðíûõ) óðàâíåíèÿõ òåîðèè êâàíòîâàííûõ ïîëåé.Â ýòîì êóðñå èçëàãàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ,îäíàêî ó÷èòûâàþòñÿ íåêîòîðûå òðåáîâàíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè. Òî÷-íåå áóäåò ñêàçàòü, ÷òî ÷àñòèöû â èçëàãàåìîé ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèèîïèñûâàþòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêè. Îñíîâíûìè îáúåêòàìè, ê êîòîðûìîòíîñèòñÿ ýòà òåîðèÿ, ÿâëÿþòñÿ ãàçû.Ñòàòèñòèêà èçó÷àåò ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç áîëüøîãî ÷èñëà ÷à-ñòèö N ≫ 1. ×èñëî ÷àñòèö N ìîæåò ñîñòàâëÿòü íå äåñÿòêè è íåñîòíè, à ãîðàçäî áîëüøèå âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, ÷èñëî ìîëåêóë â1 ñì3 âîçäóõà ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ ðàâíî ïðèìåðíî 2.7 · 1019(÷èñëî Ëîøìèòà).Îïèñàòü òàêóþ äàæå êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëü-íûìè óðàâíåíèÿìè íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñå æå çàïè-ñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ N ÷àñòèö, ïîðÿäîê êîòîðîé áó-äåò 6N , ââåäÿ íåêîòîðûå óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ, òî ðåøèòü åå áóäåòíåâîçìîæíî íå òîëüêî ñîâðåìåííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñðåäñòâà-ìè (ñåé÷àñ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ýâîëþöèÿ ñèñòåì èç òûñÿ÷ ÷àñòèö, íîòîëüêî ïðè ãðàâèòàöèîííîì âçàèìîäåéñòâèè), íî è â îòäàëåííîìáóäóùåì. Òåì áîëåå, ÷òî íåîáõîäèìî åùå çàïèñàòü 6N íà÷àëüíûõóñëîâèé è óäîâëåòâîðèòü èì.Îïèñàíèå ñèñòåì ñ òàêèì îãðîìíûì ÷èñëîì ÷àñòèö, îäíàêî,ïîðîæäàåò íîâûå �èçè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåð-íîñòè. Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ òåìïåðàòóðà, ýíòðîïèÿ è äðóãèå òåð-ìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû. Âîîáùå ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà òåñíîñâÿçàíà ñ òåðìîäèíàìèêîé è ñëóæèò åå îáîñíîâàíèåì.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ñíà÷àëà äàäèì îáùåå îïèñàíèåïîâåäåíèÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû èç N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö. Êàæ-äîé ÷àñòèöå ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðàäèóñ-âåêòîð ri è èìïóëüñ pi, i =193



1, ..., N . Â ñòàòèñòèêå èñïîëüçóþòñÿ èìåííî èìïóëüñû, à íå ñêîðî-ñòè. Ýòè øåñòü âåëè÷èí ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþò ïîëîæåíèå ÷à-ñòèöû â êàæäûé äàííûé ìîìåíò è åå äâèæåíèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè,â ÷àñòíîñòè òðàåêòîðèþ. Ýâîëþöèÿ âñåé ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ,òàêèì îáðàçîì, çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè 6N âåëè÷èí. Ýòè âåëè-÷èíû ñ÷èòàþò òî÷êîé 6N -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåìîãî �à-çîâûì. Ñèñòåìà â òàêîì ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé, à ååýâîëþöèÿ � êðèâîé, íàçûâàåìîé �àçîâîé òðàåêòîðèåé.Êîîðäèíàòû òî÷êè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ êðàòêîñòè îáî-çíà÷àþò (p, q), ãäå q � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ (âîîá-ùå ãîâîðÿ, êðèâîëèíåéíûõ) êîîðäèíàò ÷àñòèö q = (r1, r2, ..., rN ), à
p � âñåõ èìïóëüñîâ p = (p1,p2, ...,pN ), ñîïðÿæåííûõ ñîîòâåòñòâó-þùèì êîîðäèíàòàì. Ýëåìåíò �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà çàïèñûâàåìâ âèäå dpdq, ãäå dp = d3p1d

3p2...d
3pN , dq = d3r1d

3r2...d
3rN . Äëÿïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü êîîðäèíàòû äåêàðòîâûìè.Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ � ñëîæíàÿ êðèâàÿ â �àçîâîì ïðîñòðàí-ñòâå. Òî÷êà, èçîáðàæàþùàÿ ñèñòåìó, äâèæåòñÿ ïî íåé çàïóòàííûìîáðàçîì ïî íåêîòîðûì ïîâåðõíîñòÿì, îòðàæàþùèì çàêîíû ñîõðà-íåíèÿ. Îäíàêî òàêîå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñèñòåìû íå òîëüêî íåâîç-ìîæíî, íî îáû÷íî è íå íóæíî. Âìåñòî ýòîãî ââîäèòñÿ ìåíåå ïîäðîá-íîå îïèñàíèå � ñòàòèñòè÷åñêîå.Îáû÷íî äàåòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ïîíÿòèé, õàðàêòåðèçó-þùèõ ñèñòåìû ÷àñòèö. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé (èëè èçî-ëèðîâàííîé), åñëè îíà íå âçàèìîäåéñòâóåò ñ îêðóæåíèåì. Ñèñòåìàíàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, åñëè åå ñîñòîÿíèå íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðå-ìåíåì. Äâå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè, åñëèñîñòîÿíèå îäíîé íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ äðóãîé.3. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Âìåñòî îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ñè-ñòåìû êàê òî÷êè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ââîäèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü. �îâîðÿò íå î ìãíîâåííîì ïîëîæåíèèñèñòåìû, à î âåðîÿòíîñòè åå íàõîæäåíèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè �à-çîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòà âåðîÿòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè,êîòîðîå ñèñòåìà â õîäå ñâîåé ýâîëþöèè ïðîâîäèò â äàííîé îáëàñòè.Çàòåì ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ íå îäíà ñèñòåìà, à àíñàìáëü òà-êèõ ñèñòåì, ðàñïîëîæåííûõ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïëîòíîñòüþ,ðàâíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû âîïðåäåëåííîì ìåñòå. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü òî-ãî, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò t òî÷êà, èçîáðàæàþùàÿ íàøó ñèñòåìó,194



îêàæåòñÿ â ýëåìåíòàðíîì îáúåìå N -ìåðíîãî �àçîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà dpdq
dw = f(p, q, t) dpdq.Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè f(p, q, t) íàçûâàåòñÿ N -÷àñòè÷íîé �óíê-öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü íàéòè ñèñòåìó â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå, åñòåñòâåííî, ðàâíà 1.Îäíàêî òàêîå îïðåäåëåíèå îêàçûâàåòñÿ íåóäîáíûì. �àöèîíàëü-íåå îïðåäåëèòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ äðóãîé íîðìèðîâêîé.Ââåäåì ïîíÿòèå ýëåìåíòà ÷èñëà ñîñòîÿíèé

dΓN =
dpdq

N !h3N
.Çäåñü h � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Ìíîæèòåëü h3N äåëàåò ýëåìåíò áåç-ðàçìåðíûì. Êðîìå òîãî, êàê èçâåñòíî èç êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðè-áëèæåíèÿ, íà îäíî ñîñòîÿíèå ïðèõîäèòñÿ �àçîâûé îáúåì h3. Ââå-äåíèå óêàçàííîãî ìíîæèòåëÿ ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ñîñòîÿíèé ïîìå-ùàåòñÿ â âûáðàííûé ýëåìåíò îáúåìà. Ìíîæèòåëü N ! ó÷èòûâàåò òîîáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ëþáàÿ îäíîâðåìåííàÿ ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàòè èìïóëüñîâ ÷àñòèö íå èçìåíÿåò ñîñòîÿíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñè-ñòåìû.Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (Ô�) îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî âûïîëíÿ-åòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè

∫

fN(p, q, t) dΓN = 1. (1)Ýòà �óíêöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé íà òîò æå ìíîæèòåëü, ÷òîè ýëåìåíò dΓN îò dpdq. Îíà áåçðàçìåðíà è ðàâíà ïëîòíîñòè âåðî-ÿòíîñòè îáíàðóæèòü ñèñòåìó â ãðóïïå ñîñòîÿíèé dΓN .4. Ñâîéñòâà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Óæå ñåé÷àñ ìîæíîîòìåòèòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííîé Ô�.Ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà èçó÷àåò ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ ñè-ñòåì. Â ðàâíîâåñèè ñèñòåìà äîëæíà áûòü ñòàöèîíàðíîé, òàê ÷òîÔ� íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Îíà íå çàâèñèò è îò íà÷àëüíûõ óñëî-âèé, â êîòîðûõ íàõîäèëàñü ñèñòåìà.Åñëè äâå ïîäñèñòåìû ñ Ô� fN1
è fN2

ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâè-ñèìû, òî Ô� ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ýòèõ äâóõ ïîäñèñòåì, ðàâíàïðîèçâåäåíèþ èõ Ô�:
fN1+N2

= fN1
fN2

.195



Äàæå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ fN äàåò èçëèøíå ïîäðîáíîå îïè-ñàíèå ñèñòåìû. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé îáû÷íî äîñòàòî÷íî çíàòüòåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû. Òàê êàê ìèêðîñêî-ïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ÷àñòèö) èçìå-íÿåòñÿ ñî âðåìåíåì î÷åíü áûñòðî è õàîòè÷íî, òåðìîäèíàìè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ óñðåäíåííûìè ïî âðåìåíè âåëè÷èíàìè.ÏîñêîëüêóÔ� ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè, êîòîðîå ñèñòåìà ïðî-âîäèò â îáëàñòÿõ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, òî óñðåäíåíèå ïî âðåìåíèðàâíîñèëüíî óñðåäíåíèþ ïî Ô�, ò. å. òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷è-íû � ýòî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Åñëè A(p, q, t) � íåêîòîðàÿ�èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, òî åå íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå
A =

∫

A(p, q, t) fN (p, q, t) dΓN .Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ó ñèñòåì ñ áîëüøèì÷èñëîì ÷àñòèö �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ (òåðìî-äèíàìè÷åñêèõ) âåëè÷èí èìåþò ðåçêèå ìàêñèìóìû ïðè ñðåäíèõ çíà-÷åíèÿõ ýòèõ âåëè÷èí, òàê ÷òî �ëþêòóàöèè (îòíîñèòåëüíûå îòêëî-íåíèÿ îò ñðåäíèõ) î÷åíü ìàëû. Â ýòîì ìû óáåäèìñÿ â äàëüíåéøåìíà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.� 2. Òåîðåìà ËèóâèëëÿÈçâåñòíî íåñêîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé è ïîíÿòèé,ñâÿçàííûõ ñ èìåíåì Ëèóâèëëÿ: òåîðåìà î ïîñòîÿíñòâå �óíêöèè,ðåãóëÿðíîé íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, �îðìóëà, îòðàæàþ-ùàÿ çàâèñèìîñòü âðîíñêèàíà ëèíåéíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé îò âðåìåíè. Çäåñü äàåòñÿ åùå îäíà òåîðåìà òîãî æåàâòîðà [17℄.�àññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç áîëüøîãî ÷èñëà N êëàññè-÷åñêèõ ÷àñòèö. Ââåäåì àíñàìáëü ñèñòåì ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-íèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîïîðöèîíàëüíîé âåðîÿòíîñòè îáíà-ðóæåíèÿ ñèñòåìû â äàííîì ìåñòå. Òàê êàê ñèñòåìû íå èñ÷åçàþòè íå ñîçäàþòñÿ âíîâü, à èõ ñîñòîÿíèÿ èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî, òîäîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè
∂fN

∂t
+ div6N (fNV6N ) = 0. (2)196



Èíäåêñ 6N ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî âñåì êîîðäè-íàòàì �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Áîëåå ïîäðîáíî ðàâåíñòâî (2) ìîæíîçàïèñàòü â âèäå
∂fN

∂t
+

3N∑

i=1

[
∂

∂pi
(fN ṗi) +

∂

∂qi
(fN q̇i)

]

= 0.�àñêðîåì ïðîèçâîäíûå îò ïðîèçâåäåíèé ïëîòíîñòè íà ñêîðîñòè:
∂fN

∂t
+

3N∑

i=1

[
∂fN

∂pi
ṗi +

∂fN

∂qi
q̇i + fN

(
∂ṗi

∂pi
+
∂q̇i
∂qi

)]

= 0. (3)Òåïåðü ïðèìåì âî âíèìàíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñè-ñòåìû, ïðåäñòàâëåííûå â êàíîíè÷åñêîé �îðìå:
dqi
dt

=
∂H

∂pi
,

dpi

dt
= −∂H

∂qi
. (4)Èç óðàâíåíèé (4) ñëåäóåò, ÷òî

∂q̇i
∂qi

= −∂ṗi

∂pi
=

∂2H

∂pi∂qi
. (5)�àâåíñòâî ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ (5) äàåò âîçìîæíîñòü çà-ïèñàòü ñîîòíîøåíèå (3) êîðî÷å:

∂fN(p, q, t)

∂t
+

3N∑

i=1

[
∂fN (p, q, t)

∂pi
ṗi +

∂fN(p, q, t)

∂qi
q̇i

]

= 0.Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé �îðìû ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ Ô� ïî âðåìåíè, òàê ÷òî ìîæíî çàïèñàòü åãîñîâñåì êîðîòêî:
dfN(p, q, t)

dt
= 0.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è åñòü òåîðåìà Ëèóâèëëÿ, êîòîðîé ìîæíîäàòü òðè ðàâíîñèëüíûå �îðìóëèðîâêè.1) Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò Ô� ðàâíà íóëþ â ñèëó óðàâíåíèéäâèæåíèÿ ÷àñòèö ñèñòåìû.2) Ô� ïîñòîÿííà âäîëü �àçîâîé òðàåêòîðèè.3) Ô� ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.197



� 3. �àñïðåäåëåíèÿ �èááñà1. Ïîäõîä �èááñà. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà, êàê óæå ãîâî-ðèëîñü, ðàññìàòðèâàåò ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê ÷òî Ô� íåçàâèñèò îò âðåìåíè è ∂fN

∂t
= 0.�àçîáüåì ðàññìàòðèâàåìóþ áîëüøóþ ñèñòåìó íà êîíå÷íîå ÷èñ-ëî j0 ïîäñèñòåì ñ ÷èñëîì ÷àñòèö ñîîòâåòñòâåííî N1, N2, ..., Nj0 .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè äîñòàòî÷íîáûñòðî óáûâàåò ñ ðàññòîÿíèåì r ìåæäó íèìè. Òî÷íåå, ïóñòü ñòå-ïåíü 1/r, êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ, áîëüøå2. Íàïðèìåð, äëÿ íåéòðàëüíûõ ìîëåêóë ýòà ñòåïåíü ðàâíà 6. Òàêî-ìó òðåáîâàíèþ íå óäîâëåòâîðÿþò çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, âçàèìîäåé-ñòâóþùèå ïî çàêîíó Êóëîíà, è ìàññèâíûå òåëà, ïðèòÿãèâàþùèåñÿïî çàêîíó Íüþòîíà. Äëÿ òàêèõ ÷àñòèö òåîðèÿ �èááñà, ñòðîãî ãîâî-ðÿ, íåïðèìåíèìà, è äëÿ íèõ ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü îòäåëüíûå òåîðèè.Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ �èçèêèïëàçìû, à òàêæå çâåçäíîé ñòàòèñòèêè è äèíàìèêè.Äëÿ ÷àñòèö ñ äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèì âçàèìîäåéñòâèåì,êîòîðûå ìîæíî íàçûâàòü ãèááñîâñêèìè, ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíóþñòàòèñòè÷åñêóþ òåîðèþ. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàññóæ-äåíèå [17,22℄.Ïîñêîëüêó âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ñóùåñòâåííîòîëüêî íà íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, òî äâå ïîäñèñòåìû ìîãóò âçàè-ìîäåéñòâîâàòü äðóã ñ äðóãîì òîëüêî âäîëü èõ îáùåé ãðàíèöû (åñ-ëè òàêîâàÿ èìååòñÿ). Íî ãðàíèöà (ïîâåðõíîñòü) èìååò ìåðó íóëü ïîñðàâíåíèþ ñ îáúåìíîé ìåðîé. �åàëüíî îáëàñòü ñóùåñòâåííîãî âçà-èìîäåéñòâèÿ ñîñòàâëÿåò ìàëóþ äîëþ çàíèìàåìîãî ñèñòåìàìè îáú-åìà. Ïîýòîìó ïîäñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñè-ìûìè. Íà ýòîì îñíîâàí âûâîä ðàâíîâåñíîé Ô�.2. Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Èòàê, ïîëíàÿ Ô� ñèñòå-ìû ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ Ô� ïîäñèñòåì. Êðîìå òîãî, èç òåîðåìûËèóâèëëÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå Ô� ïîäñèñòåì ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìèäâèæåíèÿ. Òåì ñàìûì Ô� � ýòî ìóëüòèïëèêàòèâíûå èíòåãðàëû.Óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü èõ ëîãàðè�ìû. Ëîãàðè�ì Ô� ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé àääèòèâíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.Ñóùåñòâóåò ñåìü àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, îòðàæà-þùèõ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Ñîõðàíÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè èçîëèðî-âàííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ åå ýíåðãèÿ E, èìïóëüñ P è ìîìåíò L.Ïåðâàÿ âåëè÷èíà ñêàëÿðíàÿ, äâå äðóãèå � âåêòîðíûå. Â ìåõàíèêå198



äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äðóãèõ àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ íå ñóùåñòâóåò.Î÷åâèäíî, ÷òî àääèòèâíûé èíòåãðàë � ëîãàðè�ì Ô� � äîëæåíâûðàæàòüñÿ ÷åðåç îñíîâíûå àääèòèâíûå èíòåãðàëû è ïðèòîì ëè-íåéíûì îáðàçîì. Îò äðóãèõ èíòåãðàëîâ îí çàâèñåòü íå ìîæåò.Çàâèñèìîñòü Ô� îò àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ íåîäèíàêîâà. Èì-ïóëüñ è ìîìåíò ñèñòåìû ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ. Äåé-ñòâèòåëüíî, ìîæíî ââåñòè ñîïóòñòâóþùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êî-òîðîé âñÿ ñèñòåìà ÷àñòèö ïîêîèòñÿ. Ýòà ñèñòåìà äâèæåòñÿ ñ òîé æåñêîðîñòüþ, ÷òî è ñàìà ñèñòåìà, è âðàùàåòñÿ ñ òîé æå óãëîâîé ñêî-ðîñòüþ. Â òàêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîëíûé èìïóëüñ è ïîëíûé ìîìåíòðàâíû íóëþ. Îòíîñèòåëüíûå èìïóëüñû è ìîìåíòû ïîäñèñòåì â ýòîéñèñòåìå îòñ÷åòà òàêæå íóëè, òàê êàê âçàèìíûå äâèæåíèÿ ïîäñèñòåìâ ðàâíîâåñèè íåâîçìîæíû.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ Ô� â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå ìîæíî íà-ïèñàòü
ln fNj

= αj + βENj
(6)è

ln fN = α+ βEN , α =

j0∑

j=1

αj , EN =

j0∑

j=1

ENj
. (7)Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ êîý��èöèåíò β � îäèí è òîò æå. Êîý��èöèåíòû

αj è α � ýòî ïîñòîÿííûå íîðìèðîâêè Ô�.Òåïåðü îáñóäèì, ÷òî ïîëó÷èëîñü. Â ðàâåíñòâå (7) ñëåâà ñòîèòÔ� � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà è ñïðàâà � òîæå ïîñòîÿííàÿ. Êàêîâ æåñìûñë ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ, è ãäå æå òóò ðàñïðåäåëåíèå?Äæ.�èááñ ïðåäïîëîæèë, ÷òî
ln fN(p, q) = α+ βEN (p, q), (8)ãäå EN (p, q) � �óíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îòèìïóëüñîâ è êîîðäèíàò ÷àñòèö ñèñòåìû. Òåì ñàìûì è Ô� çàâèñèòîò êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ.�àâåíñòâî (8) îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå ïîñòîÿííà, ÷òîòðåáóåò ïîÿñíåíèÿ. Âîçìîæíû òðè èíòåðïðåòàöèè.1) Äîïóñêàþòñÿ �èêòèâíûå �ëþêòóàöèè ýíåðãèè ñèñòåìû. Òà-êèå �ëþêòóàöèè äîëæíû áûòü ìàëû. Êàê ìû ïîêàæåì â äàëüíåé-øåì, îíè äåéñòâèòåëüíî ìàëû.2) Ñèñòåìà íå èçîëèðîâàíà, à ïîìåùåíà â äðóãóþ, á�îëüøóþ,ñèñòåìó, íàçûâàåìóþ òåðìîñòàòîì, ñ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî199



è ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ìîæåòîáìåíèâàòüñÿ ñ òåðìîñòàòîì ýíåðãèåé.3) Ôîðìóëà (6) îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ïî ïîäñèñòåìàì.�àññìîòðèì åùå îäíî áîëåå îáùåå ðàñïðåäåëåíèå.3. Áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Îíî îòíîñèòñÿê ñèñòåìàì ñ íåïîñòîÿííûì ÷èñëîì ÷àñòèö. Òîãäà ÷èñëî ÷àñòèö �åùå îäèí àääèòèâíûé èíòåãðàë, êîòîðûé äîëæåí ëèíåéíî âõîäèòüâ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåêîòîðûì êîý��èöèåíòîì:
ln fN(p, q) = α+ βEN (p, q) + γN. (9)Ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðåäåëåíèå ïî ïîäñèñòåìàì

ln fNj
(p, q) = αj + βENj

(p, q) + γNj.Çäåñü îïÿòü α è αj � ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå èç óñëîâèÿ íîð-ìèðîâêè, êîòîðîå äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö èìååòâèä
∞∑

N=0

∫

fN(p, q)dΓN = 1. (10)Áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íàèáîëåå óäîáíî äëÿ ïðè-ìåíåíèÿ. Åãî èñòîëêîâàíèå àíàëîãè÷íî èñòîëêîâàíèþ êàíîíè÷åñêî-ãî. Ëèáî ìû äîïóñêàåì �èêòèâíûå �ëþêòóàöèè ýíåðãèè è ÷èñëà÷àñòèö, ëèáî ýòè �ëþêòóàöèè ðåàëüíû è ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì îá-ìåíà ýíåðãèåé è ÷àñòèöàìè ñ òåðìîñòàòîì, ëèáî ýòî ðàñïðåäåëåíèåïî ïîäñèñòåìàì.Íåñìîòðÿ íà íåïîëíóþ îáîñíîâàííîñòü êàíîíè÷åñêèõ ðàñïðå-äåëåíèé (8) è (9), îíè íå ïðèâîäÿò ê íåâåðíûì âûâîäàì è äàþòâîçìîæíîñòü îáîñíîâàòü òåðìîäèíàìèêó.� 4. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû âñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå1. Ýíòðîïèÿ. Îïðåäåëåíèÿ ðÿäà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èíïðîñòî ïåðåíîñÿòñÿ èç òåðìîäèíàìèêè, äðóãèå æå ïðèõîäèòñÿ îïðå-äåëÿòü ñòàòèñòè÷åñêè, ò. å. ÷åðåç Ô�.Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè. �èááñ äàë òàêîå åå îïðåäåëå-íèå:
S = −kB ∞∑

N=0

∫

ln fN (p, q) fN(p, q)dΓN .200



Çäåñü, êàê è â óñëîâèè íîðìèðîâêè (10), â êàæäîì ñëàãàåìîì ïðèçàäàííîì N èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî èìïóëüñàì è êîîðäèíàòàì N ÷à-ñòèö, ò. å. ýòî èíòåãðàë ïîðÿäêà 6N .Åñëè ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå �èêñèðîâàíî, òî �îðìóëà, îïðå-äåëÿþùàÿ ýíòðîïèþ, óïðîùàåòñÿ, òàê êàê ñóììà â íåé îòñóòñòâóåò(àíàëîãè÷íî óñëîâèþ íîðìèðîâêè (1)):
S = −kB ∫ ln fN(p, q) fN (p, q)dΓN .Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ðàçìåðíîñòü ýíòðîïèè ñîâïàäàåò ñðàçìåðíîñòüþ ïîñòîÿííîé Áîëüöìàíà kB.2. Èí�îðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ. Ïîíÿòèå ýíòðîïèè, ïîÿâèâ-øååñÿ â �èçèêå, áûëî çàòåì èñïîëüçîâàíî â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,â åå ðàçäåëå � òåîðèè èí�îðìàöèè, è ïîëó÷èëî íàçâàíèå ¾èí�îð-ìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ¿. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ áåç ìíîæèòåëåé è ñ ïðî-òèâîïîëîæíûì çíàêîì ïî ñðàâíåíèþ ñ �èçè÷åñêîé ýíòðîïèåé.Ïóñòü çàäàíà äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ñ ðàñïðåäåëå-íèåì âåðîÿòíîñòåé
x1 x2 ... xn

p1 p2 ... pnÒîãäà ýíòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
Sèí� =

n∑

j=1

pj ln pj .Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò òîëüêî îäíî çíà÷åíèå ñ âåðî-ÿòíîñòüþ 1, òî ýíòðîïèÿ ðàâíà 0. Íàïðîòèâ, îíà äîñòèãàåò ìèíè-ìàëüíîãî (îòðèöàòåëüíîãî) çíà÷åíèÿ, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíûðàâíîâåðîÿòíû: Sèí� = −(1/n) lnn. Òàêèì îáðàçîì, èí�îðìàöèîí-íàÿ ýíòðîïèÿ ñëóæèò ìåðîé óïîðÿäî÷åííîñòè âåëè÷èíû.Ìàòåìàòèêè èçó÷èëè ñâîéñòâà ýíòðîïèè è äàëè îáîñíîâàíèååå ïðèìåíåíèÿì. Ôèçèêè ìîãóò âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè ðåçóëüòàòà-ìè. Â ÷àñòíîñòè, ýíòðîïèÿ àääèòèâíà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñè-ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð
(X,Y ) èìååò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé201



x1 x2 ... xn

y1 p1q1 p2q1 ... pnq1
y2 p1q2 p2q2 ... pnq2
... ... ... ... ...
ym p1qm p2qm ... pnqmÒîãäà

Sèí�=

n∑

j=1

m∑

l=1

pjql ln(pjql)=

n∑

j=1

m∑

l=1

pjql ln pj +

n∑

j=1

m∑

l=1

pjql ln ql =

=

n∑

j=1

pj ln pj +

m∑

l=1

ql ln ql = Sèí�(X) + Sèí�(Y ).Ïîíÿòèå ýíòðîïèè ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà íåïðåðûâíûå ñëó÷àé-íûå âåëè÷èíû. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ïëîòíîñòü âåðî-ÿòíîñòè f(x), òî
Sèí� =

∫

f(x) ln f(x)dx.Ñâîéñòâà òàêîé ýíòðîïèè àíàëîãè÷íû.Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî è ãèááñîâñêàÿ ýíòðîïèÿ îáëàäàåò ñâîé-ñòâîì àääèòèâíîñòè äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñèñòåì. Ïðèäîêàçàòåëüñòâå ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïîñëå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïîäñè-ñòåì âîçìîæíîñòè ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò ÷àñòèö âîçðàñòàþò. Ïðèðàçäåëüíîì ñóùåñòâîâàíèè ïîäñèñòåì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòèö ìåæäóíèìè áûëà íåâîçìîæíà, à ïîñëå èõ îáúåäèíåíèÿ òàêàÿ ïåðåñòàíîâêàíå èçìåíÿåò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.Ôèçè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ñëóæèò ìåðîé õàîñà ñèñòåì ìíîãèõ ÷à-ñòèö.3. Òåìïåðàòóðà. Åñëè ó òåëà èçìåíÿþòñÿ òîëüêî ýíåðãèÿ èýíòðîïèÿ, òî îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà åñòü ïðîèçâîäíàÿ îò ýíòðîïèèïî ýíåðãèè:
1

T
=

dS

dE
. (11)Ýòî îïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñîãëàñóåòñÿ ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèìîïðåäåëåíèåì, äàííûì â ïðåäûäóùåé ãëàâå.Åñëè äâà òåëà ñ ýíåðãèÿìè E1, E2, òåìïåðàòóðàìè T1, T2 è ýí-òðîïèÿìè S1, S2 ïðèâåäåíû â òåïëîâîé êîíòàêò, òî îíè áóäóò îá-ìåíèâàòüñÿ ýíåðãèÿìè äî óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè202



ýòîì ýíòðîïèÿ âîçðàñòàåò è â ðàâíîâåñèè äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Ýí-òðîïèÿ è ýíåðãèÿ àääèòèâíû, ïðè÷åì îáùàÿ ýíåðãèÿ äâóõ òåë ñî-õðàíÿåòñÿ:
S = S1(E1) + S2(E2), E1 + E2 = E = onst.Ïðèìåì çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ E1. Òîãäà E2 = E − E1 è

dE2 = −dE1. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ, ò. å. ìàêñèìóìà ýíòðîïèè,
dS

dE1
=

dS1(E1)

dE1
+

dS2(E − E1)

dE1
=

dS1

dE1
− dS2

dE2
= 0÷åðåç îïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

dS

dE1
=

1

T1
− 1

T2
= 0.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ðàâíîâåñèè T1 = T2. Ïðè ýòîì äî äîñòèæåíèÿðàâíîâåñèÿ

dS =

(
1

T1
− 1

T2

)

dE1 > 0.Åñëè T1 < T2, òî äîëæíî áûòü dE1 > 0, è íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì,ýíåðãèÿ ïåðåòåêàåò îò áîëåå ãîðÿ÷åãî òåëà ê áîëåå õîëîäíîìó, ïîêàòåìïåðàòóðû òåë íå âûðàâíèâàþòñÿ.4. Àääèòèâíûå âåëè÷èíû. ×àñòü èñïîëüçóåìûõ â ñòàòèñòè-÷åñêîé �èçèêå âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè. Ýòî ýíåðãèÿ E,îáúåì V , ýíòðîïèÿ S, ÷èñëî ÷àñòèö N . Èìåþòñÿ è äðóãèå àääèòèâ-íûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ìû îáñóäèì äàëåå. Àääèòèâíûå âåëè÷èíûíàçûâàþòñÿ ýêñòåíñèâíûìè. Â îòëè÷èå îò íèõ íåàääèòèâíûå âåëè-÷èíû � äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà � íîñÿò íàçâàíèå èíòåíñèâíûõ.ßñíî, ÷òî àääèòèâíûõ âåëè÷èí áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ïåðåìåííûõ,îò êîòîðûõ çàâèñèò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìåæäó ýêñòåí-ñèâíûìè âåëè÷èíàìè äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå.Íàéäåì åãî â íåñêîëüêî ýòàïîâ.5. Îñíîâíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâåíñòâî â äè��å-ðåíöèàëüíîé �îðìå.Ïóñòü äëÿ îáùíîñòè ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìåïåðåìåííî. Ïðîèçâîäíàÿ îò ýíåðãèè ïî ÷èñëó ÷àñòèö îáîçíà÷àåòñÿ
µ è íàçûâàåòñÿ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì:

µ =
∂E

∂N

∣
∣
∣
∣
V,S

. (12)203



Õîòÿ ÷èñëî ÷àñòèö � äèñêðåòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ âåëè÷èíà, îäíàêîîíà ñòîëü âåëèêà, ÷òî åå ìîæíî ñ÷èòàòü èçìåíÿþùåéñÿ íåïðåðûâíî,òàê ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íåé èìååò ñìûñë. Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàëèãðàåò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè ðàâíîâåñèÿ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé,÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ åãî íàçâàíèå.Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü ðàâåíñòâî
dE = −PdV + TdS + µdN. (13)Â ñóùíîñòè ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèé äàâ-ëåíèÿ (ðàâåíñòâî (1) ãëàâû I), òåìïåðàòóðû (11) è õèìè÷åñêîãî ïî-òåíöèàëà (12). Çàïèøåì èõ åùå ðàç:

P = −∂E
∂V

∣
∣
∣
∣
S,N

, T =
∂E

∂S

∣
∣
∣
∣
V,N

, µ =
∂E

∂N

∣
∣
∣
∣
V,S

.�àâåíñòâî (13) íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì òîæäåñòâîì òåðìîäèíà-ìèêè (â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå). Îíî âûðàæàåò òàêæå çàêîíñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Âîîáùå ãîâîðÿ, óêàçàííîå ðàâåíñòâî ìîæåòñîäåðæàòü è äðóãèå ñëàãàåìûå, åñëè íà òåëî âîçäåéñòâóþò âíåø-íèå ñèëû, íàïðèìåð ýëåêòðè÷åñêîå èëè ìàãíèòíîå ïîëå, ñèëà òÿ-æåñòè. Â ýòîì ïàðàãðà�å ñ÷èòàåì, ÷òî ìåõàíè÷åñêîå ñæàòèå èëèðàñòÿæåíèå òåëà, ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ åãî îáúåìà, ÿâëÿåòñÿåäèíñòâåííûì ñèëîâûì âîçäåéñòâèåì íà òåëî.6. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû. Êðîìå óæå îïðåäå-ëåííûõ â òåðìîäèíàìèêå èñïîëüçóþòñÿ åùå ðÿä àääèòèâíûõ âå-ëè÷èí, íàçûâàåìûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè. Íàçâàíèåîáúÿñíÿåòñÿ àíàëîãèåé ñ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè,ïðîèçâîäíûå îò êîòîðûõ âõîäÿò â âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåéýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íåêîòîðûå èç ïîòåíöèàëîâ íîñÿò ñïåöè-àëüíûå íàçâàíèÿ.Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íàçâàíèÿ àääèòèâíûõ �óíêöèé, èõ ñâÿçü ñýíåðãèåé è èõ äè��åðåíöèàëû. Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ îá ýòèõ�óíêöèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, â êíèãå [22℄.1) Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ
F = E − TS, dF = −PdV − SdT + µdN.2) Ïîòåíöèàë Φ (íåò ñïåöèàëüíîãî íàçâàíèÿ)

Φ = F + PV = E − TS + PV, dΦ = −SdT + vdP + µdN.204



3) Áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, íàèáîëåå âàæíàÿâåëè÷èíà â ñòàòèñòèêå
Ω = F − µN = E − TS − µN, dΩ = −PdV − SdT −Ndµ. (14)4) Ýíòàëüïèÿ (âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ)

W = E + PV, dW = V dP + TdS + µdN.Êîíå÷íî, ïîòåíöèàëàìè ÿâëÿþòñÿ è äðóãèå àääèòèâíûå âåëè-÷èíû: ýíåðãèÿ, îáúåì, ÷èñëî ÷àñòèö, ýíòðîïèÿ. Ïðèâåäåííûå âåëè-÷èíû íå èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíûå èõ êîìáèíàöèè.Ìíîãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàêïðîèçâîäíûå îò ââåäåííûõ �óíêöèé. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ñòà-òèñòè÷åñêîé �èçèêè ïðåäñòàâëÿåò ïîòåíöèàë Ω, ïðè÷èíà ÷åãî áóäåòóñòàíîâëåíà ÷óòü íèæå. ×åðåç ýòîò ïîòåíöèàë âûðàæàþòñÿ âåëè÷è-íû
P = − ∂Ω

∂V

∣
∣
∣
∣
T,µ

, S = −∂Ω

∂T

∣
∣
∣
∣
V,µ

, N = −∂Ω

∂µ

∣
∣
∣
∣
V,T

. (15)7. Îñíîâíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå òîæäåñòâî â èíòåãðàëü-íîé �îðìå. Èç ïåðå÷èñëåííûõ àääèòèâíûõ âåëè÷èí âûäåëÿþòñÿäâà ïîòåíöèàëà: Φ è Ω. Èõ îñîáåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîòîëüêî îäèí èç òðåõ èõ àðãóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé âåëè÷è-íîé. Äëÿ Φ = Φ(T, P,N) � ýòî N , äëÿ Ω = Ω(V, T, µ) � ýòî V . Óîñòàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ íå ìåíåå äâóõ àääèòèâíûõ àðãóìåíòîâ, à óíåêîòîðûõ � è âñå òðè.Åñëè ó àääèòèâíîé âåëè÷èíû òîëüêî îäèí àääèòèâíûé àðãó-ìåíò, òî ÿñíî, ÷òî äàííûé ïîòåíöèàë ïðîïîðöèîíàëåí ýòîìó àð-ãóìåíòó. Ïîýòîìó â îòñóòñòâèå äðóãîãî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íàñèñòåìó, êðîìå ìåõàíè÷åñêîãî, Φ ∝ N è Ω ∝ V . Êîý��èöèåíòà-ìè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ïðî-èçâîäíûå ïî òåì æå àääèòèâíûì ïåðåìåííûì, òàê ÷òî
Φ = µN, Ω = −PV. (16)Ëþáîå èç äâóõ âûðàæåíèé (16) ïðèâîäèò ê îñíîâíîìó òåðìîäèíà-ìè÷åñêîìó ðàâåíñòâó â èíòåãðàëüíîé �îðìå
E = TS − PV + µN. (17)205



Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ðàâåíñòâà ýòîãî ïóíêòà (16), (17) âû-ïîëíÿþòñÿ, òîëüêî åñëè ãàç îäíîðîäåí, ÷òî âîçìîæíî, åñëè íà ÷à-ñòèöû íå äåéñòâóþò íèêàêèå âíåøíèå ñèëû. Â ïðîòèâîâåñ ýòîìóðàâåíñòâî
E = TS + Ω + µN (18)âåðíî âñåãäà, òàê êàê âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà Ω. Ñïîìîùüþ ðàâåíñòâà (18) ìîæíî âûðàçèòü îäíó èç âõîäÿùèõ â íåãîïåðåìåííûõ ÷åðåç äðóãèå. Íàïðèìåð, èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî
S =

E − µN − Ω

T
. (19)8. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ïðè ïåðåìåííîì ÷èñëå ÷àñòèö.Ïðè âûâîäå ýòîãî óñëîâèÿ ÷àñòè÷íî ïîâòîðÿþòñÿ ðàññóæäåíèÿï. 3.Ïóñòü èìååòñÿ äâà òåëà, êîòîðûå ïðèâîäÿò â òåïëîâîé êîíòàêò.Ïðè ýòîì îíè ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ íå òîëüêî ýíåðãèåé, íî è ÷àñòè-öàìè. Ñïðàøèâàåòñÿ, äî êàêîãî ñîñòîÿíèÿ ýòîò îáìåí áóäåò ïðîäîë-æàòüñÿ. Óñëîâèåì îêîí÷àíèÿ îáìåíà ÿâëÿåòñÿ äîñòèæåíèå ìàêñè-ìóìà ýíòðîïèè.Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ è ÷èñëî ÷àñòèö äâóõòåë ñîõðàíÿþòñÿ:

E = E1 + E2 = onst, N = N1 +N2 = onst.Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âûáåðåì E1 è N1. Ïðèìåìòàêæå âî âíèìàíèå àääèòèâíîñòü ýíòðîïèè S = S1 + S2,.Çàïèøåì äè��åðåíöèàë ýíòðîïèè, âûðàçèâ åãî èç îñíîâíîãîòîæäåñòâà (13):
dS =

dE + PdV − µdN

T
. (20)Ñ÷èòàåì, ÷òî îáúåìû êîíòàêòèðóþùèõ òåë íå èçìåíÿþòñÿ. Òîãäàóñëîâèåì ýêñòðåìóìà ýíòðîïèè ÿâëÿþòñÿ äâà ðàâåíñòâà

∂S

∂E1
= 0,

∂S

∂N1
= 0. (21)Èç âûðàæåíèÿ äëÿ äè��åðåíöèàëà ýíòðîïèè (20) íàõîäèì, ÷òîóñëîâèÿ (21) ýêâèâàëåíòíû ðàâåíñòâàì

∂S

∂E1
=

1

T1
− 1

T2
= 0,

∂S

∂N1
= −µ1

T1
+
µ2

T2
= 0.206



Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà
T1 = T2 è µ1 = µ2, òàê ÷òî â ðàâíîâåñèè äîëæíû áûòü ðàâíûòåìïåðàòóðû òåë è èõ õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû.Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè òîëü-êî ìåõàíè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé íà íåå ñîñòîèò â ïîñòîÿíñòâå â íåéòåìïåðàòóðû è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè íåèçìåííîì îáúåìå òå-ëà. Èìåííî ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ àðãóìåíòàìè áîëüøîãî òåðìî-äèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ω, ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ åãî âàæíàÿ ðîëüâ ñòàòèñòèêå.� 5. Ýêñòðåìàëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé �èááñàÂ ýòîì ïàðàãðà�å äîêàæåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñà îáëà-äàþò ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâîì, à èìåííî, ïðè èõ îñóùåñòâëåíèèýíòðîïèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ [17℄.Áóäåì ñðàâíèâàòü çíà÷åíèå ýíòðîïèè ïðè ðàâíîâåñíîì áîëü-øîì êàíîíè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè fN ñ åå çíà÷åíèÿìè ïðè äðóãèõðàñïðåäåëåíèÿõ f̃N . ßñíî, ÷òî íåëüçÿ ñðàâíèâàòü ñèñòåìû âîîáùå ñïðîèçâîëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ñèñòåìû äîëæíû áûòü â îïðåäå-ëåííîì ñìûñëå áëèçêè ìåæäó ñîáîé. Îáû÷íî íàêëàäûâàþòñÿ óñëî-âèÿ ðàâåíñòâà ó ñîïîñòàâëÿåìûõ ñèñòåì èõ ñðåäíèõ ýíåðãèé è ñðåä-íèõ ÷èñåë ÷àñòèö. Åùå îäíî ñîâïàäàþùåå óñëîâèå � ýòî óñëîâèåíîðìèðîâêè Ô�. Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì ìàêñèìóì ýíòðîïèè

S̃ = −kB ∞∑

N=0

∫

f̃N ln f̃NdΓN (22)ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ
∞∑

N=0

∫

f̃NdΓN =1,

∞∑

N=0

∫

EN (p, q)f̃NdΓN =E,

∞∑

N=0

N

∫

f̃NdΓN =N. (23)Òåì æå óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò è ðàâíîâåñíàÿ �óíêöèÿ
∞∑

N=0

∫

fNdΓN =1,
∞∑

N=0

∫

EN (p, q)fNdΓN =E,
∞∑

N=0

N

∫

fNdΓN =N. (24)Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ñîãëàñíî ðåêîìåíäàöè-ÿì âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ñîñòàâèòü �óíêöèþ Ëàãðàí-æà ñ íåîïðåäåëåííûìè ìíîæèòåëÿìè:
Ψ= S̃+λ·1+σ·E+τ ·N=

∞∑

N=0

∫

f̃NdΓN

[

−kB ln f̃N +λ+σEN(p, q)+τN
]

.207



Çàòåì íåîáõîäèìî íàéòè âàðèàöèþ ýòîé �óíêöèè. Â äàííîì ñëó÷àåýòî ñäåëàòü î÷åíü ëåãêî, òàê êàê â âûðàæåíèå �óíêöèè Ëàãðàíæàâõîäèò òîëüêî ñàìà âàðüèðóåìàÿ �óíêöèÿ, íî íå âõîäÿò åå ïðî-èçâîäíûå. Ïîýòîìó íàõîæäåíèå âàðèàöèè ñâîäèòñÿ ê �îðìàëüíîìóäè��åðåíöèðîâàíèþ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïî �óíêöèè f̃Nè óìíîæåíèþ ïðîèçâîäíîé íà âàðèàöèþ ýòîé �óíêöèè δf̃N . Â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
δΨ =

∞∑

N=0

∫

δf̃NdΓN

[

−kB ln f̃N − kB + λ+ σEN (p, q) + τN
]

.Äëÿ ýêñòðåìàëüíîé �óíêöèè âàðèàöèÿ δΨ äîëæíà îáðàòèòüñÿâ íóëü. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïîçâîëÿåòâ ïðèíöèïå íàéòè ââåäåííûå íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè, âàðèàöèè
δf̃N ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâèñèìûå. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà
δΨ = 0 ñëåäóåò, ÷òî âåñü ìíîæèòåëü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâåííóëþ, ò. å. �óíêöèÿ, äîñòàâëÿþùàÿ ýíòðîïèè ýêñòðåìóì, îïðåäåëÿ-åòñÿ ðàâåíñòâîì

ln f̃0
N = −1 +

λ+ σEN (p, q) + τN

kB .Íî òàêàÿ �óíêöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ áîëü-øèì êàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì (8). Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýòîãîñëåäóåò ïîëîæèòü
α =

λ

kB − 1, β =
σ

kB , γ =
τ

kB .Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðå-äåëåíèå ðåàëèçóåò ýêñòðåìóì ýíòðîïèè. Äîêàæåì, ÷òî ýòî èìåííîìàêñèìóì. Ñðàâíèì ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè
S = −kB ∞∑

N=0

∫

fN ln fNdΓNñ åå çíà÷åíèÿìè ïðè äðóãèõ �óíêöèÿõ. Èñõîäÿ èç âûðàæåíèÿ (22),çàìåíèì ïîä çíàêîì ëîãàðè�ìà �óíêöèþ f̃N íà ðàâíîâåñíóþ è äî-áàâèì ïîëó÷àþùóþñÿ ðàçíîñòü:
S̃=−kB ∞∑

N=0

∫

f̃N ln fNdΓN −kB ∞∑

N=0

∫

f̃N ln
f̃N

fN
dΓN =208



= −kB ∞∑

N=0

∫

f̃N [α+ βEN (p, q) + γN ]dΓN−

−kB ∞∑

N=0

∫

fN
f̃N

fN
ln
f̃N

fN
dΓN ≤ S−kB ∞∑

N=0

∫

fN
f̃N

fN

[

1− fN

f̃N

]

=S.Ïðè ïðîâåäåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëî èñïîëüçîâàíî íåðàâåí-ñòâî lnx ≥ 1 − 1

x
ïðè x > 0, à òàêæå ïðèíÿòî âî âíèìàíèå òî îá-ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî óñðåäíåíèå ëîãàðè�ìà ðàâíîâåñíîé Ô� ïî ñàìîéýòîé �óíêöèè è ïî �óíêöèÿì ñ âîëíîé äàåò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò� ðàâíîâåñíóþ ýíòðîïèþ. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîóêàçàííûé ëîãàðè�ì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé ýíåðãèè è ÷èñ-ëà ÷àñòèö, à óñðåäíåíèå òàêîé �óíêöèè ïî âñåì ñðàâíèâàåìûì Ô�ïðèâîäèò ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó â ñèëó äîïîëíèòåëüíûõóñëîâèé (23).Íåðàâåíñòâî lnx ≥ 1− 1

x
äîêàçûâàåòñÿ òàê. Ñîñòàâëÿåòñÿ �óíê-öèÿ g(x) = lnx − 1 +

1

x
. Çíà÷åíèå f(1) = 0, à ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) =

1

x
− 1

x2
=
x− 1

x2
ïîëîæèòåëüíà ïðè x > 1 è îòðèöàòåëüíà ïðè x < 1,òàê ÷òî â òî÷êå x = 1 �óíêöèÿ èìååò ìèíèìóì.Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ñâÿæåì êîý��èöèåíòû α, β, γ ñ òåð-ìîäèíàìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè.� 6. Âûâîä òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ðàâåíñòâ èçáîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ1. Îñíîâíîå ðàâåíñòâî. Äîêàæåì, ÷òî èç áîëüøîãî êàíîíè-÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøå-íèÿ [17℄. Íà÷íåì ñ âûðàæåíèÿ äëÿ ðàâíîâåñíîé ýíòðîïèè.Çàìåòèì, ÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû, êàê ãîâîðèëîñü â� 1, � ýòî ñðåäíèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû, êîòîðûå â ïðåäûäóùåìïàðàãðà�å ìû îòìå÷àëè ÷åðòîé ñâåðõó, à â � 3 � áåç òàêîé ÷åðòû.Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ ñ ÷åðòîé.�àâíîâåñíàÿ ýíòðîïèÿ äàåòñÿ �îðìóëîé

S = −kB ∞∑

N=0

∫

fN [α+βEN (p, q)+γN ]dΓN =−kB[α+βE+γN ],209



ïðè âûâîäå êîòîðîé èñïîëüçîâàíû ðàâåíñòâà (24). Ïîëó÷åííàÿ �îð-ìóëà òî÷íî ñîâïàäåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ýíòðîïèè (19), ñëåäóþùèìèç îñíîâíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâåíñòâà (17), åñëè ïîëîæèòü
α =

Ω

kBT , β = − 1

kBT , γ =
µ

kBT . (25)2. Âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñëå óñòà-íîâëåíèÿ ñîîòíîøåíèé (25) ëîãàðè�ì ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
ln fN (p, q) =

Ω − EN (p, q) + µN

kBT , (26)à ñàìó åå � â âèäå
fN(p, q) = exp

(
Ω − EN (p, q) + µN

kBT )

. (27)Óñëîâèå åå íîðìèðîâêè çàïèøåòñÿ òàê:
eΩ/(kBT )

∞∑

N=0

eµN/(kBT )

∫

e−EN(p,q)/(kBT )dΓN = 1. (28)Îòñþäà ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ áîëüøîãî òåðìîäèíàìè÷åñêî-ãî ïîòåíöèàëà:
Ω = −kBT ln

∞∑

N=0

eµN/(kBT )

∫

e−EN(p,q)/(kBT )dΓN . (29)Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêèå ðàâåíñòâà (15) ñëåäóþòèç âûðàæåíèÿ äëÿ Ô� (27).3. Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ÷àñòèö. Íà÷íåì ñ òðåòüåé �îðìóëûâ (15). Äëÿ åå âûâîäà ïðîäè��åðåíöèðóåì ðàâåíñòâî (28) ïî µ. Îòïåðåìåííîé µ çàâèñèò ïîòåíöèàë Ω è ýêñïîíåíòà ïåðåä èíòåãðàëîì.Äè��åðåíöèðîâàíèå äàåò
1

kBT ∂Ω

∂µ

∣
∣
∣
∣
V,T

eΩ/(kBT )
∞∑

N=0

eµN/(kBT )

∫

e−EN (p,q)/(kBT )dΓN+

+ eΩ/(kBT )
∞∑

N=0

eµN/(kBT ) N

kBT ∫ e−EN (p,q)/(kBT ) = 0.210



Ñîêðàùàÿ íà ìíîæèòåëü kBT , à òàêæå ó÷èòûâàÿ óñëîâèå íîðìè-ðîâêè è îïðåäåëåíèå ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö, ïîëó÷àåì òðåáóåìîåðàâåíñòâî
∂Ω

∂µ

∣
∣
∣
∣
V,T

= −N. (30)4. Ôîðìóëà äëÿ ýíòðîïèè. Ýòà �îðìóëà âûâîäèòñÿ ëèøüíåìíîãî ñëîæíåå, òàê êàê òåìïåðàòóðà âõîäèò â òðè ýêñïîíåíöè-àëüíûõ ìíîæèòåëÿ è ñòîèò â çíàìåíàòåëå ïîêàçàòåëåé. Îïóñêàÿäåòàëè, ïðèâîäèì ðåçóëüòàò:
∂Ω

∂T

∣
∣
∣
∣
V,µ

=
Ω

T
+

kBT
kBT 2

eΩ/(kBT )
∞∑

N=0

eµN/(kBT )×

×
∫

e−EN (p,q)/(kBT )[µN−EN(p, q)]dΓN =
Ω+µN−E

T
=−S. (31)5. Ôîðìóëà äëÿ äàâëåíèÿ. Âûâîä óêàçàííîé �îðìóëû íàè-áîëåå ñëîæåí, òàê êàê íåïðîñòî íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïî îáúåìó, êî-òîðûé îïðåäåëÿåò îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûìêîîðäèíàòàì [17℄. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòó �îðìóëó ìîæíî íå âûâîäèòü,òàê êàê îíà ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå âûâåäåííûõ ðàâåíñòâ (30) è(31), à òàêæå îïðåäåëåíèÿ áîëüøîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèà-ëà (14). Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âíåøíèõ ïîëåé è âûòåêàþùåé èç ýòîãîîäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ �îðìóëà äëÿ äàâëåíèÿ îñîáåííî ïðî-ñòà, òàê êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ Ω = −PV èëè èç îñíîâíîãîðàâåíñòâà (17). Ôîðìóëó äëÿ äàâëåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ãàçàì ìûîáñóäèì îòäåëüíî.� 7. Î äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ �èááñà1. Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Åùå îäíî ðàñïðå-äåëåíèå, òàêæå ïîëó÷åííîå Äæ.�èááñîì, íàçûâàåòñÿ ìèêðîêàíîíè-÷åñêèì. Îíî îòíîñèòñÿ ê ïîëíîñòüþ èçîëèðîâàííûì ñèñòåìàì.�àññìîòðèì ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü, ò. å. ñòàòèñòè÷åñêèéàíñàìáëü ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûì îáúåìîì V è ïîëíûì ÷èñëîì ÷àñòèö

N . Âñå ñèñòåìû çàìêíóòû è ýíåðãåòè÷åñêè èçîëèðîâàíû, íà íèõ íåîêàçûâàåòñÿ íèêàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Èõ ïîëíûå ýíåðãèè ïî÷òè îäè-íàêîâû, ò. å. ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ñðåäíåé ïî àíñàìáëþ ýíåðãèè E211



íà âåëè÷èíó ∆E ≪ E. Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî ∆E = 0, îäíàêî äëÿ êâàíòîâûõ ÷àñòèö òàêîå äîïóùåíèåíåâîçìîæíî, è ìû åãî äåëàòü íå áóäåì.�èááñ ïðåäïîëîæèë, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñèñòåì â àíñàìáëå ïîýíåðãèÿì âíóòðè ýíåðãåòè÷åñêîãî çàçîðà ∆E ðàâíîìåðíîå, ò. å. Ô�òàì ïîñòîÿííà:
fìêð(p, q) =

{
1/G(E,N, V ) ïðè E ≤ EN (p, q) ≤ E + ∆E,
0 âíå óêàçàííîãî ñëîÿ.Ôóíêöèÿ G(E,N, V ) íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì è îïðåäåëÿ-åòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè Ô�:

G(E,N, V ) =

∫

E≤EN(p,q)≤E+∆E

dΓN . (32)Ýíòðîïèÿ äëÿ òàêèõ ñèñòåì âû÷èñëÿåòñÿ ïðîñòî:
S(E,N, V )=−kB∫fìêð(p, q) ln fìêð(p, q)dΓN =kB lnG(E,N, V ). (33)Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå � ñàìîå ïðîñòîå èç âñåõðàñïðåäåëåíèé �èááñà. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿòü åãî íå òàêóäîáíî, êàê êàíîíè÷åñêîå è îñîáåííî áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå.Òðè ðàñïðåäåëåíèÿ, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â ýòîì ïàðàãðà�å,�àêòè÷åñêè ïîñòóëèðóþòñÿ. Â òî æå âðåìÿ òðè ïîñòóëàòà íå ÿâëÿ-þòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâûå äâà âûòåêàþò èçìèêðîêàíîíè÷åñêîãî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì òîëüêî äëÿ âòîðîãîðàñïðåäåëåíèÿ.2. Âûâîä áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçìèêðîêàíîíè÷åñêîãî. Ïóñòü áîëüøàÿ ñèñòåìà èç N0 ÷àñòèö ñîñðåäíåé ýíåðãèåé E0 è îáúåìîì V0 ñ ìèêðîêàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäå-ëåíèåì ÷àñòèö ðàçáèòà íà äâå ïîäñèñòåìû ñ îáúåìàìè V +V∗ = V0.Ñóììû ÷èñåë èõ ÷àñòèö è ýíåðãèé ðàâíû ïîëíûì: N + N∗ = N0,
E + E∗ = E0. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó óêàçàííûìè ÷àñòÿìè ïðåíå-áðåæèìî ìàëî, òàê ÷òî ãàìèëüòîíèàí ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè:

EN (p, q) + EN∗
(p∗, q∗) = EN0

(p0, q0).�àçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ ãàìèëüòîíèàíîâ îòðàæàþò ðàç-íîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëàìè ÷àñòèö.212



Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâàÿ ñèñòåìà, êîòîðîé ìû èíòåðåñóåìñÿ,çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âòîðîé, êîòîðóþ íàçûâàåì ïî-ïðåæíåìó òåð-ìîñòàòîì:
V ≪ V∗ ∼ V0, N ≪ N∗ ∼ N0, E ≪ E∗ ∼ E0.Îáúåìû îáåèõ ÷àñòåé �èêñèðîâàíû, íî ÷àñòè ìîãóò îáìåíèâàòüñÿýíåðãèåé è ÷àñòèöàìè. Èõ ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ìóëüòèïëèêàòèâíû:
G(E0, N0, V0) = G(E,N, V )G(E∗, N∗, V∗),òàê êàê èíòåãðàë ïî âñåì ïåðåìåííûì ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èíòå-ãðàëîâ ïî ñîñòàâëÿþùèì ÷àñòÿì.Òîãäà Ô� ìàëîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ èç Ô� ïîëíîé, åñëè ïðî-èíòåãðèðîâàòü ïî ïåðåìåííûì òåðìîñòàòà:

fN (p, q) =

∫

E0≤EN0
(p0,q0)≤E0+∆E

fìêð(p0, q0)dΓN∗
=

=

∫

E0−E≤EN0−N (p0,q0)≤E0−E+∆E

fìêð(p0, q0)dΓN0−N .Ýòî ëåãêî ñäåëàòü ââèäó ïîñòîÿíñòâà Ô� fìêð(p0, q0). Ïî �îðìóëå(32) ïîëó÷àåì, ÷òî òàì, ãäå Ô� îòëè÷íà îò íóëÿ,
fN (p, q) =

1

G(EN (p, q), N, V )
=
G(E0 − EN (p, q), N0 −N,V∗)

G(E0, N0, V0)
. (34)Åñëè ââåñòè ýíòðîïèè âñåé ñèñòåìû è åå ÷àñòåé ïî �îðìóëàìâèäà (33), òî Ô� (34) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

fN (p, q)=exp

(
S(E0−EN(p, q), N0−N,V∗)−S(E0, N0, V0)

kB )

. (35)Òàê êàê N ≪ N0 è EN (p, q) ≪ E0, òî �óíêöèþ, ñòîÿùóþ â ÷èñëè-òåëå äðîáè â ýêñïîíåíòå, ìîæíî ðàçëîæèòü ïî �îðìóëå Òåéëîðà ñäâóìÿ ñëàãàåìûìè:
S(E0 − EN (p, q), N0 −N,V∗) = S(E0, N0, V∗)−

− ∂S(E0, N0, V∗)

∂E0
EN (p, q) − ∂S(E0, N0, V∗)

∂N0
N. (36)213



Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèå (36) â �îðìóëó äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ(35) è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ
α =

S(E0, N0, V∗) − S(E0, N0, V0)

kB , β = − 1

kB ∂S(E0, N0, V∗)

∂E0
,

γ = − 1

kB ∂S(E0, N0, V∗)

∂N0
,ïðèäåì ê áîëüøîìó êàíîíè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ (9). Äîêàçàí-íîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé �èááñà. Äëÿ êàíîíè÷åñêîãîðàñïðåäåëåíèÿ îíà äîêàçûâàåòñÿ ÷óòü ïðîùå.Èìåþòñÿ è äðóãèå ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñà [17℄, íà-ïðèìåð èçîòåðìè÷åñêî-èçîáàðè÷åñêîå, íî èõ ìû íå ðàññìàòðèâàåì.� 8. Çàìå÷àíèÿ1. Î ìåòîäå �èááñà. Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû ñäåëàåì ðÿäçàìå÷àíèé.Â ãëàâå ïîëó÷åíû óíèâåðñàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå äî-ñòèãàþòñÿ ñèñòåìàìè áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö ñî âçàèìîäåéñòâèåì,óáûâàþùèì áûñòðåå êóëîíîâñêîãî è íüþòîíîâñêîãî, â ñîñòîÿíèèðàâíîâåñèÿ. Ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû Äæ.�èááñîì â ñà-ìîì êîíöå äåâÿòíàäöàòîãî ñòîëåòèÿ è îïóáëèêîâàíû â æóðíàëå îä-íîãî èç àìåðèêàíñêèõ øòàòîâ. Â 1905 ã. �èááñ èçäàë êíèãó ñ èçëî-æåíèåì ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ [3℄. Îíà ðåãóëÿðíî ïåðåèçäàåòñÿ [11℄. Êî-íå÷íî, òàì èçëîæåíà êëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. Âïîñëåäñòâèè áûëèñîçäàíû ðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ è êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, îäíàêî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ �èááñà ñòîëü îáùèå, ÷òî îêàçàëèñü ïðèìåíèìû ñ íåêî-òîðûìè ìîäè�èêàöèÿìè äëÿ êâàíòîâûõ è ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö.Êàê è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, êàíîíè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñàÿâëÿþòñÿ âåëè÷àéøèì äîñòèæåíèåì ÷åëîâå÷åñòâà.Ê ÷åìó æå ñâîäèòñÿ ìåòîä �èááñà, êàêîé ¾ðåöåïò¿ äàåò åãî òåî-ðèÿ äëÿ ðàñ÷åòà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ âåùåñòâ è òåë? Ýòîòðåöåïò, îïèðàÿñü íà èçëîæåííîå, ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü ñëå-äóþùèì îáðàçîì.Íåîáõîäèìî: ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé èëè êâàíòîâîéìåõàíèêè íàéòè çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà N ÷à-ñòèö îò èìïóëüñîâ è êîîðäèíàò, ò. å. �óíêöèþ EN (p, q); çàòåì òåìèëè èíûì ñïîñîáîì (àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî) ðàññ÷èòàòü áîëü-øîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω(V, T, µ) êàê �óíêöèþ îáúåìà,214



òåìïåðàòóðû è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñîãëàñíî �îðìóëå (29); íà-êîíåö, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå îò Ω ïî åãî àðãóìåíòàì.Òîãäà ìîæíî ðàññ÷èòàòü âñå îñòàëüíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàê-òåðèñòèêè ñèñòåìû.Ïðîùå âñåãî ïðèìåíèòü ìåòîä �èááñà ê ãàçàì, ñóùåñòâåííîñëîæíåå ê òâåðäûì (êîíäåíñèðîâàííûì) òåëàì. Íàèáîëåå ñëîæíîïðèìåíåíèå ê æèäêîñòÿì, êîòîðûå â îòëè÷èå îò ãàçîâ ïëîòíû, íîíå îáëàäàþò ñòàöèîíàðíîé ñòðóêòóðîé, êàê òâåðäûå òåëà.2. Î ñèñòåìàõ ñ �èêñèðîâàííûì ÷èñëîì ÷àñòèö. Äëÿòàêèõ ñèñòåì ìíîãîå óïðîùàåòñÿ. Åñëè N = N , òî ñóììà â (29)çàìåíÿåòñÿ îäíèì ñëàãàåìûì:
Ω = −kBT ln

[

eµN/(kBT )

∫

e−EN (p,q)/(kBT )dΓN

]

= µN + Fè ðîëü áîëüøîãî ïîòåíöèàëà èãðàåò ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ:
F (V, T,N) = −kBT ln

∫

e−EN(p,q)/(kBT )dΓN .Ïðîèçâîäíûå îò íåå ïî òåìïåðàòóðå è îáúåìó äàþò ýíòðîïèþ èäàâëåíèå.3. Î êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå. Êâàíòîâàÿ ñòàòèñòèêà äîëæíàèñõîäèòü èç óðàâíåíèé êâàíòîâîé òåîðèè, îïåðàòîðíîãî êâàíòîâîãîóðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ è �óíêöèé, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèÿ êâàíòî-âûõ ñèñòåì. Ýòè ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü äèñêðåòíûìè, çàâèñÿùèìèíå îò êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, à îò äèñêðåòíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë.Òîãäà ýíåðãèÿ áóäåò �óíêöèåé ÷èñëà ÷àñòèö è íàáîðà êâàíòîâûõ÷èñåë n:
EN = EN (n).Õîòÿ âûâîä ðàâíîâåñíîãî êâàíòîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñò-âåííî îòëè÷àåòñÿ îò âûâîäà êëàññè÷åñêîãî, ïðåäñòàâëåííîå íàìèêëàññè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ó÷åòîì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ òðåáî-âàíèé, ò. å. â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, ïîçâîëÿåò îáîáùèòüðåçóëüòàò íà êâàíòîâûé ñëó÷àé. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ¾íåïðåðûâíûé¿ýëåìåíò îáúåìà çàìåíèòü íà äèñêðåòíûé ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ñîñòî-ÿíèÿ gN n ñ �èêñèðîâàííîé ýíåðãèåé EN (n), à èíòåãðàë ïî èìïóëü-ñàì è êîîðäèíàòàì � íà ñóììó ïî íàáîðó êâàíòîâûõ ÷èñåë. Òàêèìîáðàçîì, áîëüøîé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå215



Ω(V, T, µ) = −kBT ∞∑

N=0

eµN/(kBT )
∑

n

e−EN(n)/(kBT )gN n.Â îñòàëüíîì ðåöåïò îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.4. Îá ýíòðîïèè. Ôîðìóëó äëÿ ýíòðîïèè ìîæíî ïåðåïèñàòüêàê ñðåäíåå îò ëîãàðè�ìà Ô�:
S = −kB ∞∑

N=0

∫

fN ln fNdΓN = −kBln fN .Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè âûïîëíÿåòñÿ �îðìóëà (27), è ëîãàðè�ìïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ �óíêöèþ ñâîèõ àðãóìåíòîâ (26):
ln fN (EN ) =

Ω − EN + µN

kBT .Äëÿ ëèíåéíîé �óíêöèè ñðåäíåå îò �óíêöèè ðàâíî �óíêöèè îòñðåäíèõ. Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
S = −kBln fN(EN ) = −kBΩ − E + µN

kBT = −kB ln fN(E). (37)Åñëè ïðèìåíèòü òåîðåìó î ñðåäíåì ê óñëîâèþ íîðìèðîâêè, çà-ïèñàííîìó â âèäå
∞∑

N=0

∫

fN(EN )dΓN = 1,òî ïîëó÷èòñÿ
fN (E)∆Γ = 1. (38)Òåì ñàìûì áóäåò îïðåäåëåíà âåëè÷èíà ∆Γ, íàçûâàåìàÿ ñòàòèñòè-÷åñêèì âåñîì ñèñòåìû.Èç �îðìóë (37) è (38) âûòåêàåò ñâÿçü ýíòðîïèè è ñòàòèñòè÷å-ñêîãî âåñà ñèñòåìû:
S = kB ln ∆Γ. (39)Ýòó �îðìóëó ïîëó÷èë Ë.Áîëüöìàí, êîòîðûé ñòàòèñòè÷åñêèé âåñîáîçíà÷àëW . Ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ýíòðîïèþ ñî ñòàòèñòè÷åñêèìâåñîì, âûñå÷åíà íà íàäãðîáíîì ïàìÿòíèêå Áîëüöìàíà. Äëÿ ìèêðî-êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �îðìóëà (39) ñîâïàäàåò ñ (33).216



Ïðè íåïîëíîì ðàâíîâåñèè âñåé ñèñòåìû åå ìîæíî ðàçáèòü íàïîäñèñòåìû, óæå ïðèøåäøèå â ðàâíîâåñèå. Ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ñè-ñòåìû ïðåäñòàâèòñÿ ïðîèçâåäåíèåì:
∆Γ =

j0∏

j=1

∆Γj .Èç �îðìóëû (39) âûòåêàåò àääèòèâíîñòü ýíòðîïèè:
S = kB ln

j0∏

j=1

∆Γj =

j0∑

j=1

Sj , Sj = kB ln ∆Γj .Íàêîíåö, óïîìÿíåì, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ (19) ìîæíî ââåñòè ¾ëî-êàëüíóþ¿ ýíòðîïèþ
SN (p, q) = −Ω − EN (p, q) + µN

T
(40)è çàïèñàòü áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå â âèäå

fN (p, q) = e−SN (p,q)/kB . (41)Ôîðìóëû (40) è (41) óäîáíû äëÿ çàïîìèíàíèÿ. Âòîðàÿ èç íèõ òðè-âèàëüíà äëÿ ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Â ñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ ¾ðåöåïò¿ ìåòîäà �èááñà áóäåò ïðè-ìåíåí ê êîíêðåòíûì ñèñòåìàì, à èìåííî ê èäåàëüíûì ãàçàì, êàêìîëåêóëÿðíûì, òàê è ñîñòîÿùèì èç ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.
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�ëàâà III. Èäåàëüíûé ãàç� 1. Íåðàâíîâåñíûé èäåàëüíûé ãàç1. �àñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî ñîñòîÿíèÿì. Èäåàëüíûì íà-çûâàåòñÿ ãàç, ÷àñòèöû êîòîðîãî íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì,ò. å. íå ïðèòÿãèâàþòñÿ è íå îòòàëêèâàþòñÿ. Ýòî ñàìàÿ ïðîñòàÿ ñè-ñòåìà, è äëÿ íåå ìîæíî ïîëó÷èòü íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû.Íå ó÷èòûâàÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, ìû, îäíàêî, áóäåì ïðè-íèìàòü âî âíèìàíèå ñëåäñòâèÿ òîæäåñòâåííîñòè êâàíòîâîìåõàíè-÷åñêèõ ÷àñòèö, ò. å. îáìåííûå ý��åêòû. Â ýòîì ïàðàãðà�å ïîëó÷èìâåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòèö ïî ñîñòîÿíèÿì, êîãäà ãàç íå íà-õîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè.Ïóñòü èìååòñÿ N ÷àñòèö, êîòîðûå ìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ ïî Gñîñòîÿíèÿì. Ñîñòîÿíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íàM ãðóïï, îáúåäèíåííûõ ïîêàêîìó-ëèáî ïðèçíàêó, íàïðèìåð ïî çíà÷åíèþ ýíåðãèè. Ñïðàøèâà-åòñÿ, êàêîâà âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïîãðóïïàì ñîñòîÿíèé (ïîäñîñòîÿíèÿì)? �àñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâèì ââèäå äâóõ ñòðî÷åê:
G = G1 + G2 + ... + GM ,
N = N1 + N2 + ... + GM .Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à íå ðåøàåòñÿ. Òðå-áóåòñÿ åùå óòî÷íèòü ñâîéñòâà ÷àñòèö: ðàçëè÷èìû îíè èëè íå ðàç-ëè÷èìû, ìîãóò ëè íåñêîëüêî ÷àñòèö íàõîäèòüñÿ â îäíîì ñîñòîÿíèèèëè íå ìîãóò. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçìîæíû òðè ñòàòèñòèêè: îäíà êëàñ-ñè÷åñêàÿ è äâå êâàíòîâûõ.2. Áîëüöìàíîâñêèé ãàç. Ýòî êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòî-ÿùàÿ èç ÷àñòèö, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ äåëàåòñÿ äâà ïðåäïîëîæå-íèÿ. Âî-ïåðâûõ, åñëè ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿõ, òîâ ïðèíöèïå îíè ìîãóò áûòü ðàçëè÷èìû, íàïðèìåð ïî èõ òðàåêòî-ðèÿì. Âî-âòîðûõ, ÷èñëî ÷àñòèö, êîòîðîå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü âêàæäîì ñîñòîÿíèè, íå îãðàíè÷åíî íèêàêèìè óñëîâèÿìè (êðîìå îá-ùåãî ÷èñëà ÷àñòèö).Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàäî íàéòè (ïîîïðåäåëåíèþ êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè) îòíîøåíèå ÷èñëà îïðåäå-ëåííûõ êîìáèíàöèé ÷àñòèö ê ÷èñëó âñåõ èõ âîçìîæíûõ êîìáèíà-öèé. Çäåñü âñòàåò çàäà÷à î ÷èñëå ïåðåñòàíîâîê N ÷àñòèö (ýëåìåí-òîâ) ïî G ñîñòîÿíèÿì. Ïðè ïåðåñòàíîâêàõ äîïóñêàåòñÿ, ÷òî íåñêîëü-êî ÷àñòèö èëè äàæå âñå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì ñîñòîÿíèè, ò. å.218



ýòî ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè. Æèòåéñêèìè ïðèìåðàìè ìîãóòñëóæèòü ÷èñëî ñåìèçíà÷íûõ íîìåðîâ òåëå�îíîâ èëè ÷èñëî ðàçëè÷-íûõ ñèãíàëüíûõ îãíåé ïåòåðáóðãñêèõ òðàìâàåâ.Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç N ÷àñòèö ìîæåò îêàçàòüñÿ â ëþáîì èç
G ñîñòîÿíèé, òî ïîëíîå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê N ÷àñòèö ïî G ñîñòîÿ-íèÿì ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî GN . Ïðè òàêèõ ïåðåñòàíîâêàõ âíóòðèêàæäîé ãðóïïû òàêæå ïðîèñõîäÿò ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè,÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî GNj

j , j = 1, ...,M . Îäíàêî íå âñå ïåðåñòàíîâ-êè ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå, òàê êàê ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèöâíóòðè êàæäîé ãðóïïû íå ìåíÿþò ñîñòîÿíèÿ ãàçà è èõ òàì ìîæ-íî ïåðåñòàâëÿòü êàê óãîäíî. Ïîñêîëüêó âíóòðåííèõ ïîäñîñòîÿíèé âãðóïïå íåò, òî ýòî ïðîñòûå ïåðåñòàíîâêè, ÷èñëî êîòîðûõ â j-é ãðóï-ïå ðàâíîNj !. Îáùåå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ó÷èòûâàåòíå òîëüêî ïåðåñòàíîâêè âíóòðè êàæäîé ãðóïïû, íî è ïåðåñòàíîâêèìåæäó ãðóïïàìè, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
GN =

∑

N1+...+NM=N

N !

N1!...NM !
GN1

1 ...GNM

M .Åãî ìîæíî çàïèñàòü â ñèììåòðè÷íîé �îðìå
GN

N !
=

∑

N1+...+NM=N

GN1

1

N1!
...
GNM

M

NM !
.Çäåñü ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì êîìáèíàöèÿì íåîòðèöà-òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë N1, ..., NM , ñóììà êîòîðûõ ðàâíà N . Äëÿ ïî-ëó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëåäóåò îáå ÷àñòè ëþáîãî èçäâóõ ðàâåíñòâ ðàçäåëèòü íà åãî ëåâóþ ÷àñòü.3. �àç �åðìèîíîâ.Ýòî ãàç êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ÷àñòèö, êî-òîðûå, êàê ãîâîðèëîñü â � 3 ãëàâû VIII êâàíòîâîé ìåõàíèêè, íåðàç-ëè÷èìû, äàæå åñëè ïîïàäàþò â ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ. Êðîìå òîãî,ýòî ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì, òàê ÷òî â êàæäîì ñîñòîÿíèè ñî-ãëàñíî ïðèíöèïó çàïðåòà Ïàóëè ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå îäíîé÷àñòèöû. Â òàêîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü N ≤ G è ïðè âñåõ j òàêæå

Nj ≤ Gj . Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ÷àñòèö íåñóùåñòâåí, òî ÷èñëî ðàçëè÷-íûõ êîìáèíàöèé N ÷àñòèö ïî G ñîñòîÿíèÿì ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé
CN

G . Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
CN

G =
∑

N1+...+NM=N

CN1

G1
...CNM

GM
.219



Åñëè âñå îòíîøåíèÿ Nj

Gj
, íàçûâàåìûå ñðåäíèìè ÷èñëàìè çàïîë-íåíèÿ ñîñòîÿíèé, ìàëû (äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëî Gj ≫ 1),òî

C
Nj

Gj
=

Gj !

Nj !(Gj −Nj)!
=
Gj(Gj − 1)...(Gj −Nj + 1)

Nj !
≈
G

Nj

j

Nj!è êâàíòîâàÿ ñòàòèñòèêà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé Ôåðìè�Äèðàêà (Ô�Ä), ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêóþ.4. �àç áîçîíîâ. Áîçîíû òîæå íåðàçëè÷èìû, íî ñïèí èõ öå-ëûé, è â ëþáîì ñîñòîÿíèè èõ ÷èñëî ìîæåò áûòü ëþáûì. ×èñëîñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ N òàêèõ ÷àñòèö ïî G ñîñòîÿíèÿì íàõîäèò-ñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ. ×òîáû ðàçäåëèòü ÷àñòè-öû ïî ñîñòîÿíèÿì, íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ìåæäó íèìè ãðàíèöû� íàçîâåì èõ ïåðåãîðîäêàìè. Äëÿ G ñîñòîÿíèé äîñòàòî÷íî G − 1ïåðåãîðîäêè. Ïåðåãîðîäêè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ÷à-ñòèö êàê óãîäíî. Îáúåäèíèì ÷àñòèöû è ïåðåãîðîäêè â îäíó ëèíèþèç G + N − 1 ýëåìåíòà. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ÷àñòèö ïî ñîñòîÿíèÿì ñëåäóåò ðàñïîëîæèòü ÷àñòèöû è ïåðåãîðîä-êè îïðåäåëåííûì îáðàçîì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî èç ïîëíîãî ÷èñëàýëåìåíòîâ íàçâàòü N ÷àñòèöàìè èëè G − 1 ïåðåãîðîäêàìè. È òå,è äðóãèå íå ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé (îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ÷àñòè-öû îò ïåðåãîðîäîê). Âûáîð ìîæíî ñäåëàòü ÷èñëîì ñïîñîáîâ,ðàâíûì CN
G+N−1 = CG−1

G+N−1. Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ðàñïðåäåëåíèå÷àñòèö ïî ñîñòîÿíèÿì âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì
CN

G+N−1 =
∑

N1+...+NM=N

CN1

G1+N1−1...C
NM

GM +NM−1.Â ñëó÷àå, åñëè Nj ≪ Gj ïðè âñåõ j,
C

Nj

Gj+Nj−1 =
(Gj +Nj − 1)!

(Gj − 1)!N1!
=

(Gj +Nj − 1)...Gj

Nj !
≈
G

Nj

j

Nj!
,òàê ÷òî è ýòà êâàíòîâàÿ ñòàòèñòèêà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè-êîé Áîçå�Ýéíøòåéíà (Á�Ý), ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêóþ ïðè ìàëî-ñòè ñðåäíèõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ.Èç ðàñïðåäåëåíèé íåðàâíîâåñíûõ ãàçîâ ìîãóò áûòü âûâåäåíûðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàïèñàòü âûðà-æåíèå äëÿ ýíòðîïèè ÷åðåç ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ãðóïï ñîñòîÿíèé,220



êàê îíè çàïèñàíû â ïðèâåäåííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, è íàéòè ìàêñè-ìóì ýòîé �óíêöèè îò ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé Nj ïðè óñëîâèÿõñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö è ïîëíîé ýíåðãèè. Ïðè íàõîæäå-íèè ìàêñèìóìà èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà Ñòèðëèíãà äëÿ �àêòîðèà-ëîâ. Ñõåìà î÷åíü áëèçêà ê ïðèìåíåííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýêñ-òðåìàëüíîãî ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèé �èááñà.Îäíàêî íàì íå òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü òàêóþ ïðîöåäóðó åùå ðàç,òàê êàê ó íàñ èìååòñÿ íà âîîðóæåíèè îáùåå ðàñïðåäåëåíèå �èá-áñà, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ê èäåàëüíîìó ãàçó, êàê ìû óâèäèì, èìååòíåêîòîðóþ îñîáåííîñòü.Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ïðèâåäåì ïðèìåð òðåõ ðàñïðåäåëå-íèé.5. Ïðèìåð. Ïóñòü èìååòñÿ òðè ÷àñòèöû, êîòîðûå ìîãóò ðàç-ìåñòèòüñÿ ïî òðåì ãðóïïàì ñîñòîÿíèé, ñîäåðæàùèì ñîîòâåòñòâåííîîäíî, äâà è òðè ïîäñîñòîÿíèÿ. ×èñëî ñïîñîáîâ òàêèõ ðàçìåùåíèé âñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòèñòèêàìè Áîëüöìàíà (Á�í), Áîçå�Ýéíøòåéíàè Ôåðìè�Äèðàêà ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Â ïåðâîé ïîëîâèíå òàáëè-öû äàíû âñå ìûñëèìûå ðàçìåùåíèÿ, à âî âòîðîé � ÷èñëî ñïîñî-áîâ, êîòîðûì ìîæíî èõ îñóùåñòâèòü ñîãëàñíî òðåì ñòàòèñòèêàì.Âî âòîðîé ñòðî÷êå çàãîëîâêà âòîðîé ÷àñòè òàáëèöû ïðèâåäåíû îá-ùèå ÷èñëà ðàçìåùåíèé. Òàáëèöà 2Ñðàâíåíèå òðåõ ñòàòèñòèêÁ�í Á�Ý Ô�Ä
G1 = 1 G2 = 2 G3 = 3 216 56 203 0 0 1 1 02 1 0 6 2 02 0 1 9 2 01 2 0 12 3 11 1 1 36 6 61 0 2 27 6 30 3 0 8 4 00 2 1 36 9 30 1 2 54 12 60 0 3 27 10 1� 2. �àâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà1. Ñïîñîá âûâîäà. Ñõåìà ðàññóæäåíèé ïðè âûâîäå ðàâíîâåñ-íûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò221



îáùåé, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòè-öàìè. Èõ ýíåðãèè ïðîñòî ñêëàäûâàþòñÿ, à ýíåðãèè ÷àñòèö â îäèíà-êîâûõ ñîñòîÿíèÿõ ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì ýíåðãèè îäíîé ÷àñòèöûíà èõ ÷èñëî. Ìû ïðîäîëæèì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòèöû â êâàçèêëàñ-ñè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè è áóäåì ðàññóæäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.�àññìîòðèì ñîñòîÿíèå ñ èìïóëüñîì p è êîîðäèíàòîé r. Íàçî-âåì âðåìåííî òàêîå ñîñòîÿíèå ìèêðîñîñòîÿíèåì. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöûâ ìèêðîñîñòîÿíèè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé �óíêöèåé �èêñèðîâàííûõïåðåìåííûõ ε(p, r). Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî
ε(p, r) = ε(p) + U(r), (1)ãäå ε(p) = c2

√

m2c2 + p2 − mc2 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ (p = |p|,
m � ìàññà ÷àñòèö), à U(r) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû âîâíåøíåì ïîëå. Îäíàêî ñîõðàíèì áîëåå îáùåå îáîçíà÷åíèå ε(p, r).Ýíåðãèÿ N ÷àñòèö â ýòîì ìèêðîñîñòîÿíèè EN (p, r) = Nε(p, r). Òåæå õàðàêòåðèñòèêè áóäóò ó âñåõ ÷àñòèö â ýëåìåíòå �àçîâîãî îáúåìà
d3pd3r.Ïðèìåíÿåì ¾ðåöåïò¿ ìåòîäà �èááñà, íî íå êî âñåìó àíñàìáëþ÷àñòèö, à òîëüêî ê ÷àñòèöàì â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåìå, ò. å. âû-÷èñëÿåì áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ïðèõîäÿùèéñÿ íàîäíî ñîñòîÿíèå:

Ω(p, r) = −kBT ln
∑

N

e[µ−ε(p,r)]N/(kBT ).�åçóëüòàò çàâèñèò îò ñòàòèñòèêè ÷àñòèö. Íèæå ðàññìîòðèì �åð-ìèîíû, áîçîíû è êëàññè÷åñêèå ÷àñòèöû îòäåëüíî, à ïîêà çàïèøåìîáùèå �îðìóëû.2. Õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèé. Ïî âû÷èñëåííîìó ïî-òåíöèàëó íàõîäèì äðóãèå �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ñîñòîÿíèåñèñòåìû ÷àñòèö. Ýòî ïðåæäå âñåãî ñðåäíåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ äàí-íîãî ìèêðîñîñòîÿíèÿ
N(p, r) = −∂Ω(p, r)

∂µ
. (2)Îòíîøåíèå

f(p, r) =
1

h3
N(p, r)222



íàçûâàåòñÿ îäíî÷àñòè÷íîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî èì-ïóëüñàì è êîîðäèíàòàì. Ìíîæèòåëü h3 âíîñèòñÿ äëÿ óäîáñòâà ïå-ðåõîäà ê êëàññè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèÿì.�ëîáàëüíûå âåëè÷èíû ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåìèìïóëüñàì è êîîðäèíàòàì â ïðåäåëàõ çàíèìàåìîãî ãàçîì îáúåìà,òî÷íåå � ïî âñåì ìèêðîñòîÿíèÿì. Íàïðèìåð, ïîëíûé áîëüøîé ïî-òåíöèàë
Ω(V, T, µ) =

∫

Ω(p, r)
d3pd3r

h3
,ïîëíîå ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö

N = −∂Ω(V, T, µ)

∂µ
=

∫

N(p, r)
d3pd3r

h3
.Ìíîæèòåëü h3, êàê èçâåñòíî èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ðàâåí �àçîâî-ìó îáúåìó, ïðèõîäÿùåìóñÿ íà îäíî ïîñòóïàòåëüíîå ñîñòîÿíèå. Åñëè÷àñòèöû èìåþò ñïèí s, òî â ýòîò �àçîâûé îáúåì ìîãóò ïîìåñòèòü-ñÿ åùå g = 2s+ 1 ñîñòîÿíèå è òîãäà âìåñòî ìíîæèòåëÿ h3 ââîäèòñÿ

h3/g.Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàíà òàêæå íà ïîëíîå ÷èñëî÷àñòèö: ∫

f(p, r)d3pd3r = N. (3)Êàê áûëî ïîêàçàíî, íàéäÿ áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë,ìîæíî âû÷èñëèòü âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû. Ìû èõ ïîëó-÷èì ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñóìì.3. �àñïðåäåëåíèå Ôåðìè�Äèðàêà. Äëÿ �åðìèîíîâ âû÷èñ-ëåíèå óêàçàííîé ñóììû îñîáåííî ïðîñòî, òàê êàê ÷èñëî ÷àñòèö âêàæäîì ìèêðîñîñòîÿíèè ìîæåò áûòü òîëüêî 0 èëè 1. Ïîýòîìó
Ω(p, r) = −kBT ln

(

1 + e[µ−ε(p,r)]/(kBT )
)

. (4)Ïîëíûé ïîòåíöèàë ïðèîáðåòåò âèä
Ω(V, T, µ) = −kBT ∫ ln

(

1 + e[µ−ε(p,r)]/(kBT )
) d3pd3r

h3
. (5)4. �àñïðåäåëåíèå Áîçå�Ýéíøòåéíà. Â ýòîì ñëó÷àå ñóììàðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Î÷åâèä-íî, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ïîëó÷àþùåéñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè223



åå çíàìåíàòåëü äîëæåí áûòü ìåíüøå åäèíèöû ïðè âñåõ ýíåðãèÿõ.Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë íåïîëîæèòå-ëåí: µ ≤ 0. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñóììû ïîëó÷àåì
Ω(p, r) = kBT ln

(

1 − e[µ−ε(p,r)]/(kBT )
)

. (6)Ñîîòâåòñòâåííî ïîëíûé áîëüøîé ïîòåíöèàë
Ω(V, T, µ) = kBT ∫ ln

(

1 − e[µ−ε(p,r)]/(kBT )
) d3pd3r

h3
. (7)Òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû íàéäåì ñðàçó äëÿ îáîèõ ðàñïðåäåëå-íèé.5. Îáùèå �îðìóëû. Ôîðìóëû (4), (5) äëÿ òåðìîäèíàìè÷å-ñêîãî ïîòåíöèàëà ìèêðîñîñòîÿíèÿ ìîæíî îáúåäèíèòü:

Ω(p, r) = ∓kBT ln
(

1 ± e[µ−ε(p,r)]/(kBT )
)

,ïðèíÿâ, ÷òî âåðõíèå çíàêè îòíîñÿòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Ôåðìè�Äèðàêà, à íèæíèå � ê ðàñïðåäåëåíèþ Áîçå�Ýéíøòåéíà. Òî÷íî òàêæå ïðåäñòàâèì �îðìóëû (6), (7) äëÿ ïîëíîãî ïîòåíöèàëà:
Ω(V, T, µ) = ∓kBT ∫ ln

(

1 ± e[µ−ε(p,r)]/(kBT )
) d3pd3r

h3
. (8)Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó è ñîãëàñíî �îðìóëå (2) ñðåäíèå ÷èñëàçàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé

N(p, r) =
1

e[ε(p,r)−µ]/(kBT ) ± 1
, (9)à �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(p, r) =
1

h3

1

e[ε(p,r)−µ]/(kBT ) ± 1
. (10)Ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê èíòåãðàë îò (9)èëè íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ îò (8):

N = −∂Ω(V, T, µ)

∂µ
=

∫
d3pd3r

h3

1

e[ε(p,r)−µ]/(kBT ) ± 1
. (11)224



Íåòðóäíî ïîëó÷èòü è âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè. Ñîãëàñíî �îðìóëå(15) ïðåäûäóùåé ãëàâû
S = −Ω

T
−
∫

d3pd3r

h3

[µ− ε(p, r)]/T

e[ε(p,r)−µ]/(kBT ) ± 1
=

−Ω − µN + E

T
.Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé äëÿ ýíòðîïèè (19) èçãëàâû II, òàê ÷òî ñðåäíÿÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

E =

∫
d3pd3r

h3

ε(p, r)

e[ε(p,r)−µ]/(kBT ) ± 1
=

∫

d3pd3rε(p, r)f(p, r).×òî êàñàåòñÿ äàâëåíèÿ, åãî ìû ðàññìîòðèì â îòäåëüíîì ïàðà-ãðà�å.6. Âåðîÿòíîñòíàÿ òðàêòîâêà. Ôîðìóëàì äëÿ ñðåäíèõ ÷èñåë(11) ìîæåò áûòü äàíî ïðîñòîå âåðîÿòíîñòíîå èñòîëêîâàíèå. Â ñëó-÷àå ñòàòèñòèêè Ôåðìè�Äèðàêà ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé îïðå-äåëåííîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ìèêðîñîñòîÿíèè èìååò âèä
0 1

1/(q + 1) q/(q + 1).Çäåñü âåëè÷èíà q îáîçíà÷àåò ýêñïîíåíòó e[µ−ε(p,r)]/(kBT ). Òîãäàñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ýòîì ìèêðîñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìîå êàêìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, è îêàæåòñÿ ðàâíûì (11) ñî çíàêîì ¾+¿â çíàìåíàòåëå.Äëÿ ñòàòèñòèêè Áîçå�Ýéíøòåéíà ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
0 1 ... N ...

1 − q q(1 − q) ... qN (1 − q) ...ïðè q < 1 èìååò âèä ðàñïðåäåëåíèÿ â ñõåìå ñòðåëüáû äî ïåðâîãîïîïàäàíèÿ. Òîãäà ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö
N(p, r) =

∞∑

N=0

NqN(1 − q) = (1 − q)q
d

dq

1

1 − q
=

q

1 − q
,÷òî ñîâïàäàåò ñ (9) ïðè çíàêå ¾−¿.7. Ïåðåõîä ê áîëüöìàíîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Êàê ìûçíàåì èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à, êëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ÿâëÿ-åòñÿ îáùèì ïðåäåëîì îáåèõ êâàíòîâûõ ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ çàïîëíå-íèÿ ñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó äëÿ áîëüöìàíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îñî-áîãî âûâîäà íå òðåáóåòñÿ. 225



×èñëà çàïîëíåíèÿ ïðè âñåõ ýíåðãèÿõ, êàê âèäíî èç (11), îêà-çûâàþòñÿ ìàëûìè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî e−µ/(kBT ) ≫ 1.Òîãäà ïîä çíàêîì ëîãàðè�ìà â (8) ñòîèò âåëè÷èíà, áëèçêàÿ ê 1, èìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì ln(1 + x) ∼ x ïðè 0 < x≪ 1.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ
Ω(V, T, µ) = −kBT ∫ e[µ−ε(p,r)]/(kBT ) d

3pd3r

h3
. (12)Â îñòàëüíîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî áóäóò ðàñ-ñìàòðèâàòüñÿ èìåííî áîëüöìàíîâñêèå ãàçû. Ñâîéñòâà ãàçîâ, ïîä-÷èíÿþùèõñÿ êâàíòîâûì ñòàòèñòèêàì, èçó÷èì â ñëåäóþùåé ãëàâå.Îòêëîíåíèå ñâîéñòâ îò ñâîéñòâ áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà íàçûâàåòñÿâûðîæäåíèåì.� 3. Êëàññè÷åñêèé èäåàëüíûé ãàç1. Ïîòåíöèàë è ÷èñëî ÷àñòèö. Âñå ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîãîèäåàëüíîãî ãàçà ñëåäóþò èç âûðàæåíèÿ äëÿ áîëüøîãî òåðìîäèíà-ìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (12), êîòîðîå ïåðåïèøåì â âèäå

Ω(V, T, µ) = −kBT
h3

eµ/(kBT )

∫

d3rd3pe−ε(p,r)/(kBT ). (13)Ñàìîå ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñðàâíåíèåì äâóõ �îðìóë:�îðìóëû (13) è �îðìóëû, âûòåêàþùåé èç (11) â ïðèáëèæåíèè ìà-ëûõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ (èëè ïðÿìî èç ñâÿçè N ñ ïîòåíöèàëîì):
N = −∂Ω(V, T, µ)

∂µ
=

∫
d3pd3r

h3
e[µ−ε(p,r)]/(kBT ).Ñðàâíåíèå äàåò

Ω = −NkBT. (14)Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íåâûðîæäåííûõ ãàçîâ, ò. å.ãàçîâ ñ ìàëûìè ñðåäíèìè ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé.2. Ôîðìóëà Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà. Ïîäñòàâèâ âûðàæå-íèå (1) äëÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû â �îðìóëó (10) ïðè e−µ/(kBT ) ≫ 1,ïîëó÷èì
f(p, r) =

1

h3
e[µ−ε(p)]/(kBT )e−U(r)/(kBT ), (15)226



òàê ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåììíîæèòåëåé, îäèí èç êîòîðûõ çàâèñèò îò ìîäóëÿ èìïóëüñà, à äðó-ãîé � îò êîîðäèíàò. Ñëó÷àé íåîäíîðîäíîãî ãàçà ðàññìîòðèì â � 6.3. Îäíîðîäíûå ãàçû. �àññìîòðèì ãàç â îòñóòñòâèå âíåøíåãîïîëÿ, êîãäà U(r) = 0. Òîãäà èíòåãðàë ïî îáúåìó áåðåòñÿ è
Ω(V, T, µ) = −kBTV ∫ e[µ−ε(p)]/(kBT ) d3p

h3
.4. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîñòè ãàçà ñïðà-âåäëèâà �îðìóëà Ω = −PV , îòêóäà ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿäàâëåíèÿ

P = kBTV ∫ e[µ−ε(p)]/(kBT ) d
3p

h3
.Êîìáèíàöèÿ �îðìóëû Ω = −PV ñ (14) äàåò

PV = NkBT,ò. å. �îðìóëó Ìåíäåëååâà�Êëàïåéðîíà, âûðàæàþùóþ óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî ãàçà (êàê íåðåëÿòèâèñòñêîãî,òàê è ëþáîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî).5. Íåðåëÿòèâèñòñêèå ãàçû. Åñëè ýíåðãèè ÷àñòèö íåðåëÿòè-âèñòñêèå, ò. å. ε(p) =
p2

2m
, òî èíòåãðàëû ïî èìïóëüñàì âû÷èñëÿþòñÿ:

Ω(V, T, µ) = −kBT
h3

eµ/(kBT )

(∫

e−p2/(2mkBT )dp

)3

I(T ) =

=−kBT
h3

eµ/(kBT )(2πmkBT )3/2I(T ), I(T )=

∫

d3re−U(r)/(kBT ).Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ãàçà, êîòîðûé äàëåå òîëüêî è ðàññìàòðèâàåì,
Ω(V, T, µ) = −kBTV

h3
eµ/(kBT )(2πmkBT )3/2. (16)6. ×èñëî ÷àñòèö. Îíî òîæå ïîëó÷àåòñÿ ýëåìåíòàðíî:

N = −∂Ω(V, T, µ)

∂µ
=
V

h3
eµ/(kBT )(2πmkBT )3/2.Îòñþäà õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíöåíòðàöèþ÷àñòèö è òåìïåðàòóðó: 227



eµ/(kBT ) =
N

V

h3

(2πmkBT )3/2
, µ = kBT ln

(
N

V

h3

(2πmkBT )3/2

)

. (17)7. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàìåíèâ õèìè÷åñêèé ïîòåíöè-àë â �îðìóëå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (15) åãî âûðàæåíèåì÷åðåç ÷èñëî ÷àñòèö (17), ïîëó÷èì
f(p) =

N

V

1

(2πmkBT )3/2
e−p2/(2mkBT ). (18)Ýòà �óíêöèÿ ïî-ïðåæíåìó íîðìèðîâàíà íà ÷èñëî ÷àñòèö.8. Ýíòðîïèÿ. Ïî îáùåé �îðìóëå (15), äè��åðåíöèðóÿ ïîòåí-öèàë (16) ïî òåìïåðàòóðå, íàõîäèì

S = −∂Ω(V, T, µ)

∂T
=

5

2

kBV
h3

eµ/(kBT )(2πmkBT )3/2−

− kBV
h3

eµ/(kBT )(2πmkBT )3/2 µ

(kBT )
. (19)Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (17), ïî-ëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

S = kBN [5

2
− ln

(
N

V

h3

(2πmkBT )3/2

)]

.Âûâåäåííàÿ �îðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ýíòðîïèþ èäåàëüíîãî ãàçàâ êîíå÷íîì âèäå, à íå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ñëàãàåìîãî,êàê ïîëó÷àåòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâ-ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå òðåáîâàíèåêâàíòîâîé ìåõàíèêè î êîíå÷íîñòè �àçîâîãî îáúåìà, ïðèõîäÿùåãî-ñÿ íà îäíî ñîñòîÿíèå, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ èñïîëüçóåìûì íàìè êâàçè-êëàññè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì. Ïîýòîìó â âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèèêëàññè÷åñêîãî ãàçà âõîäèò ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà.9. Ýíåðãèÿ. Ýíåðãèÿ êëàññè÷åñêîãî íåðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà,äëÿ êîòîðîãî ε =
p2

2m
=
pv

2
, ïðîñòî ñâÿçàíà ñ äàâëåíèåì:

E =
3

2
PV =

3

2
NkBT. (20)Ýòà �îðìóëà áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè âûâîäå âûðàæåíèé äëÿ òåï-ëîåìêîñòåé èäåàëüíîãî ãàçà. 228



� 4. ÄàâëåíèåÂ ýòîì ïàðàãðà�å âûâåäåì �îðìóëó äëÿ äàâëåíèÿ äâóìÿ ñïî-ñîáàìè. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì ãàç îäíîðîäíûì, íî êëàññè÷åñêàÿñòàòèñòèêà çäåñü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.1. Ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêèé âûâîä. Âîçüìåì åäèíè÷-íóþ (1 ñì2) ïëîùàäêó ñ íîðìàëüþ ê íåé � åäèíè÷íûì âåêòîðîì ω.Íà ïëîùàäêó íàëåòàåò ÷àñòèöà ñ èìïóëüñîì p è ñêîðîñòüþ v. Óïðó-ãî îòðàæàÿñü îò ïëîùàäêè, ÷àñòèöà ïåðåäàåò åé èìïóëüñ 2pω. ×èñ-ëî ÷àñòèö ãàçà, êîòîðûå èìåþò èìïóëüñû îêîëî èìïóëüñà p â ýëå-ìåíòàðíîì îáúåìå èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà d3p, ðàâíî f(p)d3p.Çà åäèíèöó âðåìåíè (ñåêóíäó) î ïëîùàäêó óäàðÿòñÿ òîëüêî òå ÷à-ñòèöû, êîòîðûå íàõîäèëèñü îò íåå íà ðàññòîÿíèè, ÷èñëåííî íå ïðå-âîñõîäÿùåì ñêîðîñòè v. Íàõîäèâøèåñÿ íà áîëüøåì ðàññòîÿíèè çàåäèíèöó âðåìåíè íå óñïåâàþò äîëåòåòü äî ïëîùàäêè. Îáúåì íà-êëîííîãî öèëèíäðà ñ åäèíè÷íûì îñíîâàíèåì è âûñîòîé vω ÷èñëåí-íî ðàâåí ýòîé âûñîòå. Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì èìïóëüñàìñ îäíîé ñòîðîíû îò ïëîùàäêè, òî ïîëó÷èòñÿ ïîëíûé èìïóëüñ, êî-òîðûé ïåðåäàþò ÷àñòèöû åäèíè÷íîé ïëîùàäêå â åäèíèöó âðåìåíè,à ñîãëàñíî ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì ýòî è åñòüäàâëåíèå â íàïðàâëåíèè ω:
Pω = 2

∫

pω≥0

f(p)d3p(pω)(vω).Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ãàçà èçîòðîïíî, ò. å. �óíêöèÿ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ f(p) íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ èìïóëüñà, à çàâèñèòòîëüêî îò åãî äëèíû, òî
Pω =2

∞∫

0

f(p)2πp2pvdp

π/2∫

0

cos2 θ sin θdθ=
4π

3

∞∫

0

f(p)p3vdp=P. (21)Êàê âèäíî èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ, äàâëåíèå íå çàâèñèò îò íà-ïðàâëåíèÿ ω, ÷òî âûðàæàåò çàêîí Ïàñêàëÿ, óñòàíîâëåííûé èì äëÿçåìíîé àòìîñ�åðû è âîäû. Èç ïðîâåäåííîé âûêëàäêè ÿñíî, ÷òî ïðè-÷èíîé èçîòðîïèè äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïèÿ �óíêöèè ðàñïðåäå-ëåíèÿ ÷àñòèö ãàçà (èëè æèäêîñòè).2. Ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä. Çàïèøåì �îðìóëó äëÿ äàâëåíèÿ,ñëåäóþùóþ èç (8) ïðè èçîòðîïíîì ðàñïðåäåëåíèè, è ïðîèíòåãðèðó-åì â íåé ïî ÷àñòÿì: 229



P = −Ω(V, T, µ)

V
= ±4πkBT

h3

[
p3

3
ln
(

1 ± e[µ−ε(p)]/(kBT )
)
∣
∣
∣
∣

∞

0

±

±
∞∫

0

ε′(p)/(kBT )

e[µ−ε(p)]/(kBT ) ± 1

p3

3
]dp



 . (22)Îêîí÷àòåëüíî
P =

4π

3

∞∫

0

f(p)ε′(p)p3dp. (23)Ôîðìóëû (21) è (23) îêàæóòñÿ òîæäåñòâåííû, åñëè ε′(p) = v, íî ýòîðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ðåëÿòèâèñòñêîãî îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè.Èòàê, äâóìÿ ñïîñîáàìè âûâåäåíà �îðìóëà äëÿ äàâëåíèÿ îäíî-ðîäíîãî è èçîòðîïíîãî èäåàëüíîãî ãàçà.� 5. Çàêîíû òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿÒàêèõ çàêîíîâ â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì òðè. Åùå îäèí áó-äåò ïîëó÷åí â ñëåäóþùåé ãëàâå. Êàæäûé çàêîí íàçûâàåòñÿ ïî òîé�îðìóëå, êîòîðàÿ åãî âûðàæàåò.1. Ôîðìóëà Ìàêñâåëëà. �àñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî ñêîðî-ñòÿì îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Ìàêñâåëëà, êîòîðàÿ äàåòñÿ ðàâåí-ñòâîì (18). Îäíàêî îáû÷íî �îðìóëó Ìàêñâåëëà ïèøóò íåñêîëüêîèíà÷å:
fM(p) =

4πp2

(2πmkBT )3/2
e−p2/(2mkBT ).Ýòà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó:

∞∫

0

fM(p)dp = 1.Íàéäåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé èìïóëüñà, ïðîäåëàâ çàìåíóïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ: p=
√

2mkBTz, dp=
√

2mkBTdz/(2
√
z):

pl =
4π

(2πmkBT )3/2

∞∫

0

e−p2/(2mkBT )pl+2dp =230



=
4π

(2πmkBT )3/2
(2mkBT )(l+3)/2

∞∫

0

z(l+1)/2e−zdz. (24)Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ýòîì ðàâåíñòâå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ãàììà-�óíêöèè, òàê ÷òî
pl =

2√
π

Γ

(
l + 3

2

)

(2mkBT )l/2.Âñå ñðåäíèå, ò. å. (pl)1/l, èìåþò îäèí ïîðÿäîê âåëè÷èíû è ðàçëè÷à-þòñÿ òîëüêî ÷èñëåííûìè ìíîæèòåëÿìè. Ïðè l = 0, 1, 2

1 = 1, p =

√

8mkBT
π

, p2 = 3mkBT.Ïåðâîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêîé íîðìèðîâêè, äâà äðóãèõ ïîç-âîëÿþò íàéòè äèñïåðñèþ èìïóëüñà
Dp = mkBT (3 − 8

π

)è ñðåäíþþ ýíåðãèþ ÷àñòèö
ε(p) =

1

2m
p2 =

3

2
kBT. (25)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ñîãëàñóåòñÿ ñ (20).Ïîêàçàòåëü l íå îáÿçàí áûòü öåëûì èëè ïîëîæèòåëüíûì. Èí-òåãðàë (24) ñõîäèòñÿ ïðè l > −3. Íàïðèìåð ïðè l = −2

p−2 =
1

mkBT .Ñêîðîñòü îòëè÷àåòñÿ îò èìïóëüñà ìíîæèòåëåì � ìàññîé, ïî-ýòîìó ñðåäíèå ñòåïåíè ñêîðîñòè
vl =

2√
π

Γ

(
l + 3

2

)(
2kBT
m

)l/2

.Â ÷àñòíîñòè, v =
√

8kBT/(πm), v2 =
√

3kBT/m. Äëÿ âîçäóõà âóñëîâèÿõ, áëèçêèõ ê íîðìàëüíûì, T = 300 Ê, ñðåäíèé ìîëåêó-ëÿðíûé âåñ ðàâåí 29, òàê ÷òî ñðåäíÿÿ ìàññà ÷àñòèöû ñîñòàâëÿåò231



29mH, ãäå mH � ìàññà àòîìà âîäîðîäà (ïðîòîíà). Òîãäà ñðåäíÿÿêâàäðàòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö (v2)1/2 =

√

3 · 1.38 · 10−16 · 300

29 · 1.67 · 10−24
≈

0.5 · 105 ñì/ñ= 0.5 êì/ñ. Ýòó ïðîñòóþ âåëè÷èíó ëåãêî çàïîìíèòü,òàê êàê ê íåé áëèçêà ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå 330 ì/ñ.Åùå îäíà âåðîÿòíîñòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñ-âåëëà � çíà÷åíèå èìïóëüñà, ïðè êîòîðîì ðàñïðåäåëåíèå äîñòèãàåòìàêñèìóìà (ìîäà). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî pìîä =
√

2mkBT è èìååòòîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è âñå îñòàëüíûå ñðåäíèå.2. Ôîðìóëà Áîëüöìàíà. �àñïðåäåëåíèå àòîìîâ ïî (äèñêðåò-íûì) ñîñòîÿíèÿì âîçáóæäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Áîëüö-ìàíà.Ýòî åäèíñòâåííûé ñëó÷àé â íàøåì êóðñå, êîãäà íàì ïîíàäîáèò-ñÿ êâàíòîâàÿ ñòàòèñòèêà. Ïóñòü íåêîòîðàÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿñèñòåìà, íàïðèìåð ñîâîêóïíîñòü àòîìîâ îäíîãî ñîðòà, íàõîäèòñÿ âòåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè. Îáîçíà÷èì óðîâíè ýíåðãèè àòîìà÷åðåç Ei < 0, ãäå èíäåêñ i = 1, 2... íóìåðóåò ýíåðãèè óðîâíåé âïîðÿäêå èõ âîçðàñòàíèÿ. Êîíöåíòðàöèþ àòîìîâ â ñîñòîÿíèè ñ ýíåð-ãèåé Ei, ò. å. ÷èñëî òàêèõ àòîìîâ â ýòîì ñîñòîÿíèè â åäèíèöå îáúå-ìà, îáîçíà÷èì ni. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ìàêñâåëëàè ïî ñìûñëó ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àòîì íà-õîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé Ei, ïðîïîðöèîíàëüíà e−Ei/(kBT ), àêîíöåíòðàöèÿ
ni = Cgie

−Ei/(kBT ), (26)ãäå gi � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ óðîâíÿ, ò. å. ÷èñëî ïîäóðîâíåé ñ äàííîéýíåðãèåé, à C � ïîñòîÿííàÿ.Îáû÷íî �îðìóëó Áîëüöìàíà ïèøóò â îòíîñèòåëüíîì âèäå
ni

n1
=
gi

g1
e−(Ei−E1)/(kBT ). (27)Òàêîå îòíîøåíèå íàñåëåííîñòè âîçáóæäåííîãî óðîâíÿ ê íàñåëåííî-ñòè îñíîâíîãî (íèçøåãî) íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ âîçáóæäåíèÿ.Âîïðîñ î ïîñòîÿííîé C íå òàê ïðîñò [2℄, êàê ìîæåò ïîêàçàòü-ñÿ. Åå ìîæíî áûëî áû íàéòè, ïðîñóììèðîâàâ ðàñïðåäåëåíèå (26)ïî âñåì (äèñêðåòíûì) ñîñòîÿíèÿì ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìèýíåðãèè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû ïîëó÷èëè áû ïîëíîå ÷èñëî àòîìîâ(èîíîâ) n, íàõîäÿùèõñÿ â äàííîé ñòàäèè èîíèçàöèè:232



CZ(T ) = n, Z(T ) =
∑

i

gie
−Ei/(kBT ). (28)Âåëè÷èíà Z(T ) íàçûâàåòñÿ ñóììîé ïî ñîñòîÿíèÿì. Ïî-àíãëèéñêèýòîò òåðìèí çâó÷èò êàê partition funtion, àíàëîãè÷íî ïî-�ðàíöóç-ñêè � fontion de partition. �óññêèé âàðèàíò ñîîòâåòñòâóåò íåìåö-êîìó (Zustandsumme). Ñóììó

g(T ) =
∑

i

gie
−(Ei−E1)/(kBT ) = eE1/(kBT )Z(T ). (29)íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì àòîìà. Î÷åâèäíû ñîîòíîøåíèÿ

n =
n1

g1
g(T ), n = Cg(T )e−E1/(kBT ).Ïåðâîå èç íèõ ìîæíî çàïèñàòü â ñèììåòðè÷íîé �îðìå

n

n1
=
g(T )

g1
, (30)êîòîðàÿ îïðàâäûâàåò îáîçíà÷åíèå g(T ) êàê âåëè÷èíû, èãðàþùåéðîëü ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà âñåé ñòàäèè èîíèçàöèè.Âû÷èñëåíèå ñóììû ïî ñîñòîÿíèÿì, îäíàêî, íàòàëêèâàåòñÿ íàòðóäíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî â áîëüøîì ÷èñëå ñëó÷àåâ ýòà ñóììàïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àåàòîìà âîäîðîäà, êàê ìû çíàåì,

Ei = −χ1

i2
, gi = 2i2,

χ1

kB = 157200Ê,è ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ñëàãàåìûõ â (28) ïðè i → ∞ ñòðåìèòñÿê 0, à ñëàãàåìûå ðÿäà � ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè÷èíà ðàñõîäèìîñòèçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñ ïðèáëèæåíèåì ýíåðãèè óðîâíÿ ê íóëþ,ò. å. ñ ðîñòîì ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà, ñèëüíî âîçðàñòàåò ÷èñëîïîäóðîâíåé.Âûõîä èç óêàçàííîé òðóäíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ââûñîêî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ ýëåêòðîí â ñðåäíåì íàõîäèòñÿíà äîâîëüíî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ÿäðà. Ýòî ñðåäíåå ðàññòîÿ-íèå ri ∝ i2, òàê ÷òî ïðè i = 1000 ðàçìåð àòîìà âîäîðîäà äîñòèãàåò
≈ 10−8 ·106 = 10−2 ñì, ò. å. òàêîé àòîì ìîæíî áûëî áû óâèäåòü íåâî-îðóæåííûì ãëàçîì. Îäíàêî îñóùåñòâëåíèþ ñîñòîÿíèé ñ âûñîêèìè233



óðîâíÿìè ýíåðãèè ìåøàþò ñîñåäíèå ÷àñòèöû, ïðè÷åì ÷åì áîëüøåèõ êîíöåíòðàöèÿ, òåì ìåíüøå íîìåð i0 ïîñëåäíåãî óðîâíÿ, êîòî-ðûé åùå ìîæåò ñîçäàñòüñÿ. Ýòîò íîìåð îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿðàçðóøåíèÿ âûñîêèõ óðîâíåé àòîìîâ ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Òàêèìîáðàçîì, ñóììà ïî ñîñòîÿíèÿì ïðèíèìàåò âèä
Z(T ) =

i0∑

i=1

gie
−Ei/(kBT ).Íîìåð i0 äëÿ àòîìà âîäîðîäà ìîæíî îïðåäåëèòü, îòîæäåñòâèâ ñíèì íîìåð ïîñëåäíåé áàëüìåðîâñêîé ëèíèè, êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿâ ñïåêòðå ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà.Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñëåäóþùèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîí-öåíòðàöèè ÷àñòèö N â àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ. ßñíî, ÷òî ðà-äèóñ, êîòîðûé åùå ìîæåò èìåòü àòîì, íå ïîäâåðãàÿñü ðàçðóøå-íèþ îêðåñòíûìè ÷àñòèöàìè, ïðèáëèçèòåëüíî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâè-åì Nr3i0 ∼ 1. Òàê êàê ýòî i0, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî áîëüøîå, òî

ri0 ∼ i20, òàê ÷òî N ∼ i−6
0 . Ó÷åò øòàðêîâñêîãî ðàñøèðåíèÿ ëèíèéïðèâîäèò ê áîëåå ñèëüíîé çàâèñèìîñòè N ∼ i−7.5

0 . Íîìåð i0 ìîæíîîïðåäåëèòü èç íàáëþäåíèé, õîòÿ ýòî ñäåëàòü íå î÷åíü ïðîñòî èç-çà êîíå÷íîé øèðèíû ëèíèé è ñëèÿíèÿ èõ ó ïðåäåëà áàëüìåðîâñêîéñåðèè. Ýòà òðóäíîñòü óñóãóáëÿåòñÿ, åñëè íåäîñòàòî÷íî ðàçðåøåíèåñïåêòðîãðà�à. Â òî æå âðåìÿ îøèáêà â íîìåðå íà íåñêîëüêî åäèíèöïðèâåäåò ê áîëüøîé îøèáêå â êîíöåíòðàöèè, òàê êàê çàâèñèìîñòü
N îò i0 î÷åíü ñèëüíàÿ. Òåì íå ìåíåå, êîãäà ëó÷øåãî ñïîñîáà íåò,ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ýòîìó. Åùå â 30-å ãîäû áûëà âûâåäåíà �îð-ìóëà Èíãëèñà�Òåëëåðà, ñâÿçûâàþùàÿN è i0: lgN = 23.26−7.5 lg i0.Ýòà �îðìóëà çàòåì ìíîãîêðàòíî óòî÷íÿëàñü.Íàïðèìåð, â ñïåêòðàõ çâåçä i0 ïîðÿäêà äåñÿòêà, â ñïåêòðàõ òó-ìàííîñòåé � äî ñîòíè, à â ñïåêòðàõ ìåæçâåçäíîé ñðåäû äîõîäèò äîíåñêîëüêèõ ñîòåí. Ñòîëü âûñîêèå óðîâíè ïðîÿâëÿþòñÿ íå â áàëü-ìåðîâñêîé ñåðèè, à ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó âûñîêèìè óðîâíÿìè, âðåçóëüòàòå ÷åãî îáðàçóþòñÿ ðåêîìáèíàöèîííûå ðàäèîëèíèè.3. Ôîðìóëà Ñàõà. �àñïðåäåëåíèå èîíîâ ýëåìåíòîâ ïî ñòàäè-ÿì èîíèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Ñàõà.Ìåãíàä Ñàõà âûâåë ñâîþ �îðìóëó, èñõîäÿ èç òåîðèè ðàâíîâå-ñèÿ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ðàññìàòðèâàÿ èîíèçàöèþ è ðåêîìáèíàöèþêàê âçàèìíî îáðàòíûå ðåàêöèè ìåæäó èîíîì, àòîìîì è ýëåêòðî-íîì. Ìû íå áóäåì èçëàãàòü ýòó òåîðèþ, à âîñïîëüçóåìñÿ óïðîùåí-234



íûì âûâîäîì Ä.Ìåíçåëà [2℄. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ãîâîðèòüîá àòîìàõ è èîíàõ, õîòÿ èçëîæåíèå ìîæåò îòíîñèòüñÿ ê èîíàì äâóõïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèé èîíèçàöèè.Ä.Ìåíçåë îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî �îðìóëà (26), êîòî-ðàÿ îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå àòîìîâ ïî äèñêðåòíûì ñîñòîÿíèÿì ñîïðåäåëåííûìè îòðèöàòåëüíûìè ýíåðãèÿìè, îäíîâðåìåííî îïðåäå-ëÿåò è ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì, íî íåâñåõ òàêèõ ýëåêòðîíîâ, à òîëüêî âõîäÿùèõ â àòîìû èìåííî ýòîãîñîðòà. Íàïèøåì �îðìóëó, îòðàæàþùóþ ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâïî ñâîáîäíûì ñîñòîÿíèÿì, â �îðìå (27), çàêðåïèâ èìïóëüñ ýëåê-òðîíîâ:
dne

n1
=

dg

g1
e−[p2/2m−E1]/(kBT ). (31)Çäåñü ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ äîë-æåí áûòü ïîäîáðàí îïðåäåëåííûì îáðàçîì. Ýòîò âåñ ðàâåí ÷èñëóñîñòîÿíèé ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ ñ èìïóëüñàìè îêîëî p, êîòîðîå âñâîþ î÷åðåäü ðàâíî îòíîøåíèþ �àçîâîãî îáúåìà, çàíèìàåìîãî ðàñ-ñìàòðèâàåìûìè ýëåêòðîíàìè, ê �àçîâîìó îáúåìó, ïðèõîäÿùåìóñÿíà îäíî ñîñòîÿíèå. Â ñëó÷àå ýëåêòðîíîâ ýòîò îáúåì ðàâåí h3/2, òàêêàê ñïèí ýëåêòðîíà 1/2.Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé, èìååì

dg =
4πp2dpV0

h3/2
, (32)ãäå V0 � ïðîñòðàíñòâåííûé îáúåì. Âûáîð ýòîãî îáúåìà � ñàìûéòîíêèé ìîìåíò ðàññóæäåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî dne â �îðìóëå (31)îòíîñèòñÿ êî âñåì ñâîáîäíûì ýëåêòðîíàì, ò. å. ñîãëàñíî �îðìóëåÌàêñâåëëà

dne = ne
4πp2dp

(2πmkBT )3/2
e−p2/(2mkBT ).Íàì æå òðåáóåòñÿ îòîáðàòü òîëüêî òå ýëåêòðîíû, êîòîðûå ñîîò-âåòñòâóþò ñâÿçàííûì ñ àòîìàìè îïðåäåëåííîãî ñîðòà. Ïîýòîìó âêà÷åñòâå V0 âîçüìåì îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà îäèí èîí ñ ó÷åòîìåãî ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà, ò. å.

V0 =
g+
1

n+
1

,ãäå n+
1 � êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, g+

1 � ñòàòèñòè-÷åñêèé âåñ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ. Îáû÷íî èñïîëüçóþò íå ýòè âåëè÷èíû,235



à ïîëíûå, ò. å. ïîëíóþ êîíöåíòðàöèþ èîíîâ n+ è èõ ñòàòèñòè÷åñêèéâåñ g+, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé òèïà (29). Ýòè âåëè÷èíû ñâÿçàíûñîîòíîøåíèåì âèäà (30)
n+

1

g+
1

=
n+

g+
.Âìåñòî îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè E1 èñïîëüçóþò ïîëîæèòåëüíóþ âå-ëè÷èíó � ýíåðãèþ èîíèçàöèè èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ χ1 = −E1.Ïîäñòàâèâ â (31) âûðàæåíèå (32) ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ ñîîò-íîøåíèé, ïîëó÷èì �îðìóëó

ne
n+

n1
= 2

g+

g1

(2πmkBT )3/2

h3
e−χ1/(kBT ).Ýòî è åñòü �îðìóëà Ñàõà, èëè �îðìóëà èîíèçàöèè. Òåìïåðàòó-ðó, ðàâíóþ χ1/kB, íàçûâàþò òåìïåðàòóðîé èîíèçàöèè. Îòíîøåíèÿ

n+/n1 è n+/n íàçûâàþòñÿ ñòåïåíüþ èîíèçàöèè. ×àñòî, îäíàêî, èî-íèçàöèÿ àòîìîâ íàñòóïàåò ïðè òåìïåðàòóðàõ, ñóùåñòâåííî áîëååíèçêèõ, ÷åì òåìïåðàòóðà èîíèçàöèè.Íàïèøåì �îðìóëó èîíèçàöèè ïðèìåíèòåëüíî ê àòîìó âîäîðî-äà, äëÿ êîòîðîãî g1 = 2, g+ = 1, òàê êàê èîí âîäîðîäà � ýòî ïðîòîí.Êðîìå òîãî, òàê êàê âîäîðîä � ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé ýëåìåíò,ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êîëè÷åñòâîì ýëåêòðîíîâ, ïîñòàâëÿåìûõ äðóãèìèýëåìåíòàìè, è ñ÷èòàòü, ÷òî n+ = ne. Òîãäà
n2

e

n1
= 2.4 · 1015T 3/2e−157200/T . (33)Çíà÷èòåëüíàÿ èîíèçàöèÿ âîäîðîäà íàñòóïàåò íå ïðè òåìïåðàòóðåèîíèçàöèè 157200 Ê, à ïðè ãîðàçäî ìåíüøèõ òåìïåðàòóðàõ ïîðÿäêà

10000÷ 20000 Ê. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøèì ÷èñëåííûì êîý��èöè-åíòîì, ñòîÿùèì â �îðìóëå (33) ñïðàâà.Åùå îäíà �îðìóëà ÒÄ�, îïðåäåëÿþùàÿ ñïåêòð ðàâíîâåñíîãîèçëó÷åíèÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, áóäåò âûâåäåíà â ñëåäóþùåé ãëàâå.� 6. Áàðîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì÷àñòíûé ñëó÷àé íåîäíîðîäíîãî ãàçà, à èìåííî ãàç â ïîëå òÿæåñòè.236



Ïóñòü íåðåëÿòèâèñòñêèé è íåâûðîæäåííûé ãàç N îäèíàêîâûõ÷àñòèö ìàññû m íàõîäèòñÿ â öèëèíäðå ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ S0 âû-ñîòîé H â îäíîðîäíîì ïîëå òÿãîòåíèÿ ñ óñêîðåíèåì g. Ïîòåíöèàëü-íàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö íà âûñîòå z ðàâíà mgz. Ñîãëàñíî ï. 2 � 3 �óíê-öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òàêîãî ãàçà èçîòðîïíà è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé(15), ãäå
ε(p, r) = ε(p, z) =

p2

2m
+mgz,ò. å.

f(p, z) =
1

h3
exp

(
µ

kBT − mgz

kBT − p2

2mkBT ) . (34)Ââèäó èçîòðîïíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòüïî íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñà è çàïèñàòü óñëîâèå íîðìèðîâêè â âèäå
4πS0

H∫

0

dz

∞∫

0

p2dpf(p, z) = N.Îòñþäà
eµ/(kBT ) =

N

V

h3

(2πmkBT )3/2

x

1 − e−x
, (35)ãäå V = S0H � îáúåì, çàíèìàåìûé ãàçîì, x = mgH/(kBT ). Òàêèìîáðàçîì,

f(p, z) =
N

V

1

(2πmkBT )3/2
e−p2/(2mkBT )e−mgz/(kBT ) x

1 − e−x
.Âû÷èñëèì òå æå âåëè÷èíû, ÷òî è â � 3.2. Áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë è ýíòðîïèÿ.Ïî îáùåé �îðìóëå äëÿ íåâûðîæäåííîãî ãàçà (14) íàõîäèì

Ω = −NkBT = −kBTV eµ/(kBT ) (2πmkBT )3/2

h3

x

1 − e−x
.�àâåíñòâî N = −∂Ω

∂µ
, êîíå÷íî, âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ ýíòðîïèè ïîëó-÷àåì àíàëîãè÷íî (19) âûðàæåíèå

S=−∂Ω

∂T
=kBV exp

(
µ

kBT)(2πmkBT )3/2

h3

x

1−e−x

[
5

2
− µ

kBT +r(x)

]

, (36)237



ãäår(x) =
1 − e−x(x+ 1)

1 − e−x
. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (35) â �îðìóëó(36), ïîëó÷èì

S = kBN [5

2
− ln

N

V

h3

(2πmkBT )3/2
− ln

x

1 − e−x
+ r(x)

]

.Íàéäåì âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò âûñîòû.3. Áàðîìåòðè÷åñêèå �îðìóëû.Íà÷íåì ñ êîíöåíòðàöèè. Îíàíàõîäèòñÿ òàê æå, êàê èíòåãðàë â óñëîâèè íîðìèðîâêè:
n(z) = 4π

∞∫

0

p2dpf(p, z) =
N

V

x

1 − e−x
e−mgz/(kBT ). (37)Äàâëåíèå íà âûñîòå z íàõîäèì ïî ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêîé�îðìóëå (21). Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå (34) èçîòðîïíî, äàâëåíèå íåçàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ:

P (z) =
4π

3

∞∫

0

p3 p

m
dpf(p, z) =

N

V
(kBT )

x

1 − e−x
e−mgz/(kBT ). (38)Ëîêàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äàâëåíèåì è êîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö

P (z) = n(z)kBT ñîõðàíÿåò ñâîé âèä. �àçíîñòü äàâëåíèé íà íèæíåéè âåðõíåé ãðàíèöàõ öèëèíäðà
P (0) − P (H) =

N

V
kBTx =

mgN

S0
= mg

H∫

0

n(z)dzðàâíà âåñó ñòîëáà ãàçà åäèíè÷íîãî ñå÷åíèÿ. Äëÿ ñðåäíåãî äàâëåíèÿ
〈P 〉 =

1

H

H∫

0

P (z)dz =
kBT
H

H∫

0

n(z)dz =
kBT
HS0

V =
N

V
kBTïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà, êàê äëÿ îäíîðîäíîãî ãàçà.Ôîðìóëû (37) è (38), êàê è (34), íàçûâàþòñÿ áàðîìåòðè÷åñêè-ìè. Â ÷àñòíîñòè, ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îíè âûïîëíÿþò-ñÿ ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè. 238



4. Ýíåðãèÿ. Âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ïîëó÷àåì ÷åðåç�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:
E = 4πS0

H∫

0

dz

∞∫

0

p2dpε(p, z)f(p, z) = NkBT [3

2
+ r(x)

]

. (39)Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà E = TS + µN + Ω,ÿâëÿþùåãîñÿ îïðåäåëåíèåì ïîòåíöèàëà Ω.Ìîæíî íàéòè ñðåäíþþ ýíåðãèþ ÷àñòèö íà çàäàííîé âûñîòå.Äëÿ ýòîãî â (39) îïóñòèì èíòåãðàë ïî z è ìíîæèòåëü S0. Òîãäàïîëó÷èì ñðåäíþþ ýíåðãèþ åäèíèöû îáúåìà
ε(z)n(z)=4π

∞∫

0

p2dpε(p, z)f(p, z)=
N

V

[
3

2
kBT+mgz

]
xe−mgz/(kBT )

1−e−x
.(40)Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ðàâíà ñóììå ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé è ïî-òåíöèàëüíîé ýíåðãèé: ε(z) =

3

2
kBT +mgz. Êàê âèäíî èç (40) è (39),óñðåäíåíèå ïî âûñîòå ïðèâîäèò ê îáû÷íîé �îðìóëå äëÿ ñðåäíåéêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû (25), â òî âðåìÿ êàê ñðåäíÿÿ ïîòåí-öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

〈mgz〉 = (kBT )r(x) = kBT 1 − e−x(x+ 1)

1 − e−x
∼
{

kBT ïðè x≫ 1,
mgH

2
ïðè x≪ 1.Âåðõíÿÿ �îðìóëà âûïîëíÿåòñÿ è â ñëó÷àå, åñëè ñòîëá ãàçà áåñêî-íå÷íî âûñîê.5. Îñíîâíîå òîæäåñòâî â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå. Âçàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðà�à ïîëó÷èì àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (13) ãëà-âû II äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîäè��åðåíöèðóåì ðàâåíñòâî(îïðåäåëåíèå Ω), î êîòîðîì ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùåì ïóíêòå:

dE = dΩ + TdS + SdT + µdN +Ndµ. (41)Íàéäåì äè��åðåíöèàë ïîòåíöèàëà Ω. Â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõâîçüìåì îáúåì V , âåëè÷èíó x = mgH/(kBT ), à òàêæå äëÿ êðàòêîñòè
θ = kBT, u =

µ

kBT .239



Â ýòèõ ïåðåìåííûõ �îðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèîáðåòàåò ñëåäóþ-ùèé âèä:
Ω = −θV eu (2πmθ)3/2

h3

1 − e−x

x
.Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïî óêàçàííûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì

dΩ

Ω
=

5

2

dθ

θ
+

dV

V
+ du− r(x)

dx

x
.Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì V, T, µ è H , çàìåíèâ äè��åðåíöè-àëû:

dΩ

Ω
=

[
5

2
− µ

kBT + r(x)

]
dT

T
+

dV

V
+

dµ

kBT − mg

kBTxr(x)dH.Ïîäñòàâèâ ýòî ðàâåíñòâî â (41), óáåäèìñÿ, ÷òî äè��åðåíöèàë ýíåð-ãèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
dE = TdS − 〈P 〉dV + µdN +NkBTr(x)dH

H
. (42)Âìåñòî âûñîòû H ìîæíî áûëî áû âçÿòü â êà÷åñòâå ÷åòâåðòîãî ïà-ðàìåòðà óñêîðåíèå g. Òîãäà â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì â �îðìóëå (42)âìåñòî dH/H ñòîÿëî áû dg/g.Îòìåòèì äâà îòëè÷èÿ îò �îðìóëû äëÿ îäíîðîäíûõ ãàçîâ. Âî-ïåðâûõ, ïåðåä äè��åðåíöèàëîì îáúåìà ñòîèò ñðåäíåå äàâëåíèå, àâî-âòîðûõ, ïîÿâèëîñü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå äî-ïîëíèòåëüíîìó âíåøíåìó ïàðàìåòðó. Êîý��èöèåíò ïðè dH ïðî-ïîðöèîíàëåí àïïëèêàòå öåíòðà ìàññ ñòîëáà ÷àñòèö, ðàâíîé kBTr(x)

mg
.� 7. Ôëþêòóàöèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èíÒåîðèÿ �ëþêòóàöèé � îòäåëüíûé ðàçäåë ñòàòèñòè÷åñêîé �è-çèêè (ñì. [22℄). Çäåñü ðàññìîòðèì �ëþêòóàöèè òîëüêî äâóõ âåëè÷èíáîëüöìàíîâñêîãî èäåàëüíîãî ãàçà. Íà èõ ïðèìåðå ïîêàæåì, ÷òî îò-íîñèòåëüíûå �ëþêòóàöèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ìàëû, åñëè÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìàõ âåëèêî.1. Ôëþêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö. Çàïèøåì �îðìóëó, âûðàæà-þùóþ íîðìèðîâêó áîëüøîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñà:

eΩ/(kBT )
∞∑

N=0

eµN/(kBT )

∫

e−EN(p,q)/(kBT )dΓN = 1. (43)240



Íàïîìíèì âûðàæåíèå äëÿ áåçðàçìåðíîãî ýëåìåíòà ñîñòîÿíèé â N -ìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå:
dΓN =

dpdq

h3NN !
=

d3p1d
3r1

h3
...

d3pNd3rN
h3

1

N !
.Äëÿ áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà

EN (p, q) =
N∑

j=1

ε(pj , rj),òàê ÷òî ïîä çíàêîì ñóììû ñòîèò ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ ïî âèäóñîìíîæèòåëåé
N∏

j=1

(

eµ/(kBT )

∫

e−ε(pj ,rj)/(kBT ) d
3pjd

3rj
h3

)

.Âñå ýòè ñîìíîæèòåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëû îò �óíêöèéðàñïðåäåëåíèÿ (15), êîòîðûå ñîãëàñíî íîðìèðîâêå (3) ðàâíû N .Êðîìå òîãî, äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (14),÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðàâåíñòâî (43) òàê:
e−N

∞∑

N=0

N
N

N !
= 1. (44)Ýòî ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà. Ìàòåìàòè÷å-ñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ÷àñòèö ðàâíî ñðåäíåìó N , à ñðåäíèé êâàäðàò

N2 = N(N + 1), òàê ÷òî äèñïåðñèÿ DN = N . Êîðåíü èç äèñïåð-ñèè σ =
√
N íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòîì ðàñïðåäåëåíèÿ è àáñîëþòíîé�ëþêòóàöèåé. Îòíîñèòåëüíàÿ æå �ëþêòóàöèÿ ÷èñëà ÷àñòèö

δN =
σ

N
=

1√
N
.Ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðè

N → ∞ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà äîëæíî ïåðåõîäèòü â íîðìàëüíîå.Ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîéÑòèðëèíãà
Γ(N + 1) = N ! ∼

√
2πN

(
N

e

)N

, (45)241



ãäå N íå îáÿçàòåëüíî öåëîå. Êîãäà N âåëèêî, èìååò ñìûñë ðàñ-ñìàòðèâàòü òîëüêî áîëüøèå N . Çàìåíèâ â (44) �àêòîðèàë ñîãëàñíî�îðìóëå (45), ïîëó÷èì
e−N N

N

N !
∼ e−N N

N

√
2πN(N/e)N

. (46)Îáîçíà÷èâ îòêëîíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö îò ñðåäíåãî â åäèíèöàõ ñòàí-äàðòà
x =

N −N√
N

, (47)ïðåîáðàçóåì (44). Ïîäñòàâèâ N = N + x
√
N è ó÷òÿ (46), íàéäåì

e−N
∞∑

N=0

1
√

2π
√

N + x
√
N

(
N

N + x
√
N

)N+x
√

N

eN ∼

∼
∞∑

N=1

1√
2πN

exp

(

x
√

N − (N + x
√

N) ln

(

1 +
x√
N

))

∼

∼ 1√
2πN

∞∑

N=0

exp

(

x
√

N − (N + x
√

N)

(
x√
N

− x2

2N

))

∼

∼ 1√
2πN

∞∑

N=0

e−x2/2.Ïîñëåäíþþ ñóììó ìîæíî çàìåíèòü íà èíòåãðàë, ïðè÷åì â êà÷åñòâåäè��åðåíöèàëà dN âçÿòü 1, òîãäà èç (47) ñëåäóåò, ÷òî dx = 1/
√
N .Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

1√
2π

∞∫

−∞

e−x2/2dx = 1, (48)÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìèðîâêó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Åãî ñðåäíèå õàðàêòåðèñòèêè ñîãëàñóþòñÿ ñ ïóàññîíîâñêèìè.2. Ôëþêòóàöèè ýíåðãèè. Òåïåðü çàêðåïèì ÷èñëî ÷àñòèö èíàéäåì ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ýíåðãèè N ÷àñòèö, ñ÷èòàÿ, ÷òîâíåøíåãî ïîëÿ íåò, à ÷àñòèöû íåðåëÿòèâèñòñêèå:
E =

N∑

j=1

p2
j

2m
. (49)242



Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ýíåðãèè ïðîïîð-öèîíàëüíà e−E/(kBT ), íî äëÿ ïîëíîãî åå îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìîïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì èìïóëüñàì, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíî-øåíèþ (49) ñ çàêðåïëåííûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè. Ýòî îçíà÷àåò èíòå-ãðèðîâàíèå ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè N -ìåðíîãî øàðà â ïðîñòðàíñòâåèìïóëüñîâ. Âìåñòî òàêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïîñòóïèòü ïðî-ùå, îñíîâûâàÿñü íà ñîîáðàæåíèÿõ ðàçìåðíîñòè.Ýíåðãèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó èìïóëüñà, à îáúåì N -ìåð-íîãî øàðà ïðîïîðöèîíàëåí èíòåãðàëó îò ïðîèçâåäåíèÿ p3N−1dp ∝
p3N−2dE ∝ E(3N−2)/2dE. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîýíåðãèÿ N íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö çàêëþ÷åíà ìåæäó E è E+dE,ðàâíà

W (E) dE = Ce−E/(kBT )E3N/2−1dE.Ïîñòîÿííàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
∞∫

0

W (E)dE = C

∞∫

0

e−E/(kBT )E3N/2−1dE = 1,îòêóäà C = (kBT )−3N/2/Γ(3N/2). Èòàê,
W (E) =

E3N/2−1

(kBT )3N/2Γ(3N/2)
e−E/(kBT ).Ââåäåì áåçðàçìåðíóþ ýíåðãèþ y è âåëè÷èíó s:

y =
E

(kBT )
, s =

3N

2
.Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ðàñïðåäåëåíèå çàïèñûâàåòñÿ êîðî÷å:

w(y)dy =
ys−1

Γ(s)
dy.Cðåäíèå çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé y

yl =

∞∫

0

ys+l−1

Γ(s)
e−ydy =

Γ(s+ l)

Γ(s)
.Ïðè l = 0, 1, 2 ïîëó÷àåì 1 = 1, y = s, y2 = s(s+ 1), òàê ÷òî ñðåäíÿÿýíåðãèÿ äàåòñÿ óæå èçâåñòíîé �îðìóëîé

E =
3

2
NkBT.243



Äèñïåðñèÿ ââåäåííîé áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû Dy = s, è, ñëåäîâà-òåëüíî, åå îòíîñèòåëüíàÿ �ëþêòóàöèÿ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ �ëþê-òóàöèåé ýíåðãèè, ïîëó÷àåòñÿ â âèäå
δy = δE =

1√
s

=
1

√

3N/2
.Îíà èìååò òîò æå ïîðÿäîê ìàëîñòè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà÷àñòèö, ÷òî è �ëþêòóàöèÿ ÷èñëà ÷àñòèö.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïðè áîëüøèõ Nïåðåõîäèò â íîðìàëüíîå. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èâ

x =
y − s√
s
, y = s+ x

√
s,ïðè s≫ 1 ïîëó÷èì

w(y)dy =
s

Γ(s+ 1)
ys−1e−ydy ∼ s√

2πs

(e

s

)s

ss−1

(

1 +
x√
s

)s−1

×

× e−s−x
√

s
√
sdx ∼ 1√

2π
es(x/

√
s−x2/s)−x

√
sdx,òàê ÷òî îïÿòü ïðèõîäèì ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ (48).Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî îòíîñèòåëüíûå �ëþêòóàöèè÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè èìåþò ïîðÿäîê 1/

√
N .Â ñëåäóþùåé ãëàâå áóäóò èçó÷åíû ñâîéñòâà ãàçîâ áîçîíîâ è�åðìèîíîâ.
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�ëàâà IV. �àçû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö� 1. Îáùèå ðàñïðåäåëåíèÿ1. Îñîáåííîñòè ãàçîâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â ýòîé ãëà-âå ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ãàçîâ, ñîñòîÿùèõ èç îäèíàêîâûõýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ðàññìîòðåíèåïðîèçâîäèòñÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, ïðè÷åì îãðàíè-÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ ãàçîâ. Äëÿ ýëåìåí-òàðíûõ ÷àñòèö íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èõ ñïèí, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ âïðèñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ � ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà÷àñòèöû g.�ëàâíîå âíèìàíèå áóäåò îáðàùåíî íà ñâîéñòâà ãàçîâ, îòëè÷àþ-ùèåñÿ îò ñâîéñòâ êëàññè÷åñêîãî áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà. Îòêëîíåíèåîò ñâîéñòâ áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåíèåì. Âûðîæ-äåíèå ïîÿâëÿåòñÿ, êàê ìû óâèäèì, ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïå-ðàòóðàõ èëè áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ ãàçîâ. Îäíàêî îáû÷íûå (ìîëåêó-ëÿðíûå) ãàçû ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû è ïîâûøåíèè ïëîòíî-ñòè íå äîõîäÿò äî ñîñòîÿíèÿ âûðîæäåíèÿ � îíè åùå äî äîñòèæåíèÿâûðîæäåíèÿ ïåðåõîäÿò â æèäêóþ �àçó. Èñêëþ÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿâîäîðîä è ãåëèé, îäíàêî ñâîéñòâà ýòèõ ãàçîâ áîëåå ñëîæíûå. Âîäî-ðîä îáðàçóåò æèäêóþ èëè òâåðäóþ �àçó ñ íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè,à ó ãåëèÿ ïîÿâëÿþòñÿ ñâåðõòåêó÷åñòü è ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Ó ãà-çîâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö òàêèå ÿâëåíèÿ îòñóòñòâóþò, ïîýòîìó îíèìîãóò ïðèõîäèòü â ñîñòîÿíèå âûðîæäåíèÿ.�ëàâíîå âíèìàíèå áóäåì óäåëÿòü óðàâíåíèÿì ñîñòîÿíèÿ ãàçîâýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Íåêîòîðûå ðàñïðåäåëåíèÿ è �îðìóëû, êàêìû âèäåëè, óäàåòñÿ çàïèñàòü åäèíûì îáðàçîì, ò. å. îäíîâðåìåííîäëÿ áîçîíîâ è �åðìèîíîâ. Ïðè ñèëüíîì âûðîæäåíèè ïðèõîäèòñÿðàññìàòðèâàòü ñâîéñòâà ÷àñòèö äâóõ êâàíòîâûõ ñòàòèñòèê îòäåëü-íî. Â îñíîâíîì ìû îãðàíè÷èìñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèìè ãàçàìè, îäíàêîíåêîòîðûå ðåçóëüòàòû áóäóò ïîëó÷åíû äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ èëè äà-æå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ãàçîâ.2. Êîíöåíòðàöèÿ, äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè. Òàêêàê ãàçû ïðåäïîëàãàþòñÿ îäíîðîäíûìè, òî ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö Nè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ãàçîâ E ïðîïîðöèîíàëüíû çàíèìàåìîìó èìè îáú-åìó V . Ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè âåëè÷èíû, ðàññ÷èòàííûå íà åäèíèöóîáúåìà, ò. å. êîíöåíòðàöèþ n = N/V è ïëîòíîñòü ýíåðãèè ρ = E/V .245



Âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ãàçà îïðåäåëÿþòñÿ åãî áîëü-øèì òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì. Äëÿ îäíîðîäíîãî èäåàëüíî-ãî ãàçà
Ω(V, T, µ) = ∓4πg

h3
kBTV ∞∫

0

ln
(

1 ± e[µ−ε(p)]/(kBT )
)

p2dp. (1)Êàê è ðàíåå, âåðõíèå çíàêè îòíîñÿòñÿ ê �åðìèîíàì, íèæíèå � êáîçîíàì. Ïóòåì äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî µ èç (1) âûâîäèòñÿ âûðà-æåíèå äëÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö, äè��åðåíöèðîâàíèå ïî T äàåòýíòðîïèþ, à äåëåíèå íà V ñ ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷à-ñòÿì ïðèâîäèò ê �îðìóëå äëÿ äàâëåíèÿ. Èç ýòèõ òðåõ �îðìóë ëåãêîïîëó÷èòü �îðìóëû äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè è åå ïëîòíîñòè. Â ðåçóëü-òàòå èìååì òðè �îðìóëû, èç êîòîðûõ ìû è áóäåì èñõîäèòü:
n =

4πg

h3

∞∫

0

p2dp

e[ε(p)−µ]/(kBT ) ± 1
, (2)

ρ =
4πg

h3

∞∫

0

ε(p)
p2dp

e[ε(p)−µ]/(kBT ) ± 1
, (3)

P =
4πg

h3

1

3

∞∫

0

p
dε(p)

dp

p2dp

e[ε(p)−µ]/(kBT ) ± 1
. (4)Â ïðèâåäåííûõ �îðìóëàõ ýíåðãèÿ îäíîé ÷àñòèöû

ε(p) = c
√

m2c2 + p2 −mc2 ∼







p2

2m
ïðè p≪ mc,

pc ïðè p≫ mc,
(5)è åå ñêîðîñòü

v =
dε(p)

dp
= c

p
√

m2c2 + p2
∼
{ p

m
ïðè p≪ mc,

c ïðè p≫ mc.
(6)Ïîñëå �èãóðíûõ ñêîáîê â (5) è (6) ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ, ñîîò-âåòñòâóþùèå íåðåëÿòèâèñòñêîìó è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó ïðåäå-ëàì, äëÿ êîòîðûõ îáùèå �îðìóëû ðàñïðåäåëåíèé óïðîùàþòñÿ. Ýòèóïðîùåíèÿ ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì ïóíêòå, à ñåé÷àñ îòìåòèì îá-ùèå ÷åðòû ïðèâåäåííûõ ðàñïðåäåëåíèé.246



Òðè �îðìóëû (2)�(4) ïðåäñòàâëÿþò òðè âåëè÷èíû n, ρ è P âçàâèñèìîñòè îò äâóõ ïàðàìåòðîâ T è µ. Îäèí èç ïàðàìåòðîâ ìî-æåò áûòü èñêëþ÷åí. Íàïðèìåð, ìîæíî îáðàòèòü çàâèñèìîñòü (2),íàéòè µ êàê �óíêöèþ n è T è çàòåì ïîäñòàâèòü ýòó �óíêöèþ âòðåòüþ �îðìóëó. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ P îò êîí-öåíòðàöèè n è òåìïåðàòóðû T . Ýòà çàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ óðàâ-íåíèåì ñîñòîÿíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, êàê ìû óâèäèì, òàêóþ çà-âèñèìîñòü âûâåñòè íåâîçìîæíî. Òîãäà åå ðîëü èãðàåò çàâèñèìîñòüìåæäó äàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè. Çàìåòèì çäåñü òàêæå, ÷òîèç-çà îäíîðîäíîñòè ãàçîâ �îðìóëó äëÿ ýíòðîïèè ìîæíî çàïèñàòü÷åðåç ïðîèçâîäíóþ îò äàâëåíèÿ: S = V
∂P

∂T

∣
∣
∣
∣
V, µ

.Â ïðèâåäåííûõ òðåõ �îðìóëàõ â íåÿâíîé �îðìå ñîäåðæèòñÿâñÿ èí�îðìàöèÿ î òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ èäåàëüíûõ ãàçîâýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Îäíàêî ýòà èí�îðìàöèÿ ñëèøêîì îáùà. Ïî-ýòîìó ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå è ÷àñòíûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ïðîÿñ-íÿåòñÿ ïîâåäåíèå óêàçàííûõ ãàçîâ. Ïðè ýòî ìû ñëåäóåì, â îñíîâíîì,êíèãå [22℄.Íà÷íåì ñ äåìîíñòðàöèè òîãî, ÷òî â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ÷èñëî îñíîâíûõ �îðìóë ñîêðàùàåòñÿ ñ òðåõ äî äâóõ.3. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëè-æåíèè ïðîèçâåäåíèå pv = p2/m îòëè÷àåòñÿ îò ýíåðãèè ÷àñòèöû
p2/(2m) òîëüêî ìíîæèòåëåì 2. Ïîýòîìó ìåæäó äàâëåíèåì è ïëîò-íîñòüþ ýíåðãèè èìååòñÿ ïðîñòàÿ ñâÿçü P = 2ρ/3 èëè PV = 2E/3íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ µ/(kBT ).Êðîìå òîãî, â èíòåãðàëàõ óäîáíî ñäåëàòü òó æå çàìåíó ïåðå-ìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, êàêàÿ ïðîèçâîäèëàñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå:
p =

√
2mkBT√z, dp =

√
2mkBTdz/(2

√
z). Òîãäà �îðìóëû äëÿ êîí-öåíòðàöèè è äàâëåíèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n =
4πg

h3
(2mkBT )3/2 1

2

∞∫

0

z1/2dz

ez−µ/(kBT ) ± 1
, (7)

P =
4πg

h3

1

3m
(2mkBT )5/2 1

2

∞∫

0

z3/2dz

ez−µ/(kBT ) ± 1
. (8)4. Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Â ñîñòîÿíèè ñ óëüòðàðå-ëÿòèâèñòñêèìè ýíåðãèÿìè ìîãóò íàõîäèòüñÿ ëþáûå ýëåìåíòàðíûå247



÷àñòèöû, íî ñóùåñòâóþò ÷àñòèöû, êîòîðûå ïî ñâîåé ñóòè óëüòðàðå-ëÿòèâèñòñêèå. Ýòî ÷àñòèöû ñ ìàññîé ïîêîÿ, ðàâíîé íóëþ, íàïðèìåð�îòîíû. Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè ÷àñòèöàìè ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæåíåéòðèíî.Ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ðàâíà ε = pc. Ïî-ýòîìó â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
P = ρ/3 èëè PV = E/3.Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíà: p =
kBTz/c, òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ íåñêîëüêî óïðîùàþòñÿ:

n =
4πg

h3

(
kBT
c

)3
∞∫

0

z2dz

ez−µ/(kBT ) ± 1
, (9)

P =
4πg

h3

(
kBT
c

)4
c

3

∞∫

0

z3dz

ez−µ/(kBT ) ± 1
. (10)Äàëåå ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ãàçîâ è íà÷íåìñ ñîñòîÿíèÿ, êîãäà ãàçû ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò áîëüöìàíîâñêîãî.� 2. Ñëàáî âûðîæäåííûå íåðåëÿòèâèñòñêèé èðåëÿòèâèñòñêèé ãàçû1. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ãàç. Áîëüöìàíîâñêèé ãàç, êàê áûëîïîêàçàíî ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ îáùèì ïðåäåëîì êâàíòîâûõ ñèñòåì, êî-ãäà eµ/(kBT ) → 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ìàëà, è íàéäåìïåðâóþ ïîïðàâêó ê áîëüöìàíîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ñíà÷àëà ðàñ-ñìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêèé ãàç.Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè eµ/(kBT ) = X ≪ 1 è ââåäåì âåëè÷èíó

X â �îðìóëû (7) è (8). Òîãäà âîçíèêíóò äâà èíòåãðàëà, êîòîðûå ìûîöåíèì:
∞∫

0

zνdz

ez/X±1
=

∞∫

0

zνdze−zX

1 ± e−zX
∼X

∞∫

0

zνdz(1∓e−zX)e−z =XΓ(ν+1)

(

1∓ X

2ν+1

)

.(11)Òåïåðü ïðèìåíèì âûâåäåííîå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ê âåëè-÷èíàì, îïðåäåëÿåìûì �îðìóëàìè (7) è (8). Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ248



ãàììà-�óíêöèè Γ(5/2) = (3/2)Γ(3/2) = (3/4)Γ(1/2) = (3/4)
√
π, ïî-ëó÷èì äëÿ êîíöåíòðàöèè è äàâëåíèÿ

n =
4πg

h3
(2mkBT )3/2 1

2

√
π

2
X

(

1 ∓ X

23/2

)

, (12)
P =

4πg

h3

1

3m
(2mkBT )5/2 1

2

3
√
π

4
X

(

1 ∓ X

25/2

)

.�àçäåëèâ âòîðîå ðàâåíñòâî íà ïåðâîå, íàéäåì
P

nkBT =
1 ∓ X

23/2

1 ∓ X

25/2

∼ 1 ± X

25/2
. (13)Â ïîïðàâî÷íîì ñëàãàåìîì âìåñòî X ïîäñòàâèì åãî çíà÷åíèå, êîòî-ðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (12) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Êðîìå òîãî, ââåäåìîáîçíà÷åíèå äëÿ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà, êîòîðûé â ðàññìàòðè-âàåìîì ñëó÷àå ðàâåí âåëè÷èíå X :

Díåðåë = X = n
h3

g(2πmkBT )3/2
, (14)Â ñëó÷àå ñëàáîãî âûðîæäåíèÿ ýòîò ïàðàìåòð ìàë: Díåðåë ≪ 1. Òî-ãäà ñîîòíîøåíèå (13) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

P = nkBT (1 ± Díåðåë
4
√

2

)

.Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíû ïåðâûå ïîïðàâêè ê óðàâíåíèþ ñîñòî-ÿíèÿ áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà, êîãäà ý��åêò âûðîæäåíèÿ åùå ñëàá.Îòìåòèì, ÷òî, ïîäñòàâèâ â (11) ïîëíîå ðàçëîæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîéïðîãðåññèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå èí-òåãðàëà â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî ñòåïåíÿì X , êîòîðûé ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí äëÿ âû÷èñëåíèé.Ïîïðàâêè äëÿ �åðìèîíîâ è áîçîíîâ èìåþò îäèí ïîðÿäîê, íîïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Ïîñëåäíåìó �àêòó äàåòñÿ ñëåäóþùåå èñ-òîëêîâàíèå. Äëÿ �åðìèîíîâ ó÷åò íà÷èíàþùåãîñÿ âûðîæäåíèÿ ïðè-âîäèò ê ïîâûøåíèþ äàâëåíèÿ, à äëÿ áîçîíîâ � ê ïîíèæåíèþ. Âïåðâîì ñëó÷àå êàê áû âîçíèêàåò íåêîòîðîå ý��åêòèâíîå îòòàëêè-âàíèå, à âî âòîðîì � ïðèòÿæåíèå, õîòÿ íà ñàìîì äåëå íèêàêèõ249



ñèë ìåæäó ÷àñòèöàìè íå ñóùåñòâóåò. Ýòî ÷èñòî îáìåííûé ý��åêò,ò. å. ñëåäñòâèå òîæäåñòâåííîñòè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ÷àñòèö. Äëÿ�åðìèîíîâ âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï çàïðåòà Ïàóëè: åñëè îäèí �åðìè-îí çàíÿë êàêîå-òî ñîñòîÿíèå, òî äðóãîé â ýòî ñîñòîÿíèå ïîïàñòü óæåíå ìîæåò. Íàïðîòèâ, íàëè÷èå áîçîíà â ñîñòîÿíèè îáëåã÷àåò äðóãèìáîçîíàì ïåðåõîä â òî æå ñîñòîÿíèå, ò. å. ïîâûøàåò âåðîÿòíîñòü òà-êîãî ïåðåõîäà, òàê êàê äëÿ áîçîíîâ âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï âûíóæ-äåííûõ ïåðåõîäîâ. Îáðàçíî ãîâîðÿ, �åðìèîíû � èíäèâèäóàëèñòû,à áîçîíû � êîëëåêòèâèñòû.Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà Díåðåë, íàçûâàåìàÿ ïàðàìåòðîì âû-ðîæäåíèÿ, êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçóåò, íàñêîëüêî ñâîéñòâà ãàçàîòëè÷àþòñÿ îò áîëüöìàíîâñêèõ. Îäíàêî âûðàæåíèå (14) ñïðàâåäëè-âî òîëüêî äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ãàçîâ. Äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ãàçîâàíàëîãè÷íûé ïàðàìåòð èìååò áîëåå ñëîæíîå âûðàæåíèå.2. �åëÿòèâèñòñêèé ãàç. Äëÿ ýòîãî îáùåãî ñëó÷àÿ ïðèõîäèò-ñÿ èñïîëüçîâàòü �îðìóëû (2)�(4), íî ïðîöåäóðà âûâîäà è óñëîâèåñëàáîãî âûðîæäåíèÿ îñòàþòñÿ òåìè æå. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ âû-âîäîì âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà âûðîæäåíèÿ.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èíòåãðàë, îïðåäåëÿþùèé êîíöåíòðàöèþ÷àñòèö (2), îòáðîñèì åäèíèöó â çíàìåíàòåëå è ââåäåì òî æå îáîçíà-÷åíèå, ÷òî è âûøå, íî äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçàDðåë = eµ/(kBT ). Ïî-ñëå ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ p = mc sh ξ èîáîçíà÷èì mc2/(kBT ) = y:
n =

4πg

h3
eµ/(kBT )emc2/(kBT )

∞∫

0

p2dpe−
√

m2c4+p2/(kBT ) =

=
4πg

h3
Dðåëeym3c3

∞∫

0

e−y ch ξ sh2 ξ ch ξdξ.Ïðîèíòåãðèðîâàâ çäåñü ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âû-ðàæåíèå
n=

4πg

h3
Dðåëeym3c3

1

y

∞∫

0

e−y ch ξ ch 2ξdξ=
4πg

h3
Dðåëeym3c3

K2(y)

y
, (15)â êîòîðîå âõîäèò �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà250



Kν(y) =

∞∫

0

e−y ch ξ ch νξdξ ∼







√
π

2y
e−y ïðè y ≫ 1,

2ν−1 Γ(ν)

yν
ïðè y ≪ 1.Àñèìïòîòèêà äëÿ ìàëûõ y âåðíà ïðè ν > 0.Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð âûðîæäåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå
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, kBT ≫ mc2.Çàìåòèì, ÷òî â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå â âûðàæåíèå äëÿ ïà-ðàìåòðà âûðîæäåíèÿ Dóëüòðà ìàññà ÷àñòèö íå âõîäèò. Â íåðåëÿòè-âèñòñêîì ñëó÷àå ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ïðåæíåé �îðìóëå (14).Çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîé äëÿ çàäàííîé âåëè÷èíûêîíöåíòðàöèè ïàðàìåòð D = 1, íàçûâàåòñÿ òåìïåðàòóðîé âûðîæ-äåíèÿ.
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lg T ε/kBT�èñ. 13. Çàâèñèìîñòü Dðåë/ne �èñ. 14. Ïåðåõîä ðàñïðåäåëåíèÿîò òåìïåðàòóðû (â Ê) è ê ïðåäåëüíîìó ñ óìåíü-åå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. øåíèåì òåìïåðàòóðû.Íà ðèñ. 13 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè îòíîøåíèÿ ïàðàìåòðà âû-ðîæäåíèÿ ê êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîííîãî ãàçà â çàâèñèìîñòè îò òåì-ïåðàòóðû, âûðàæàåìîé â Ê, è ïðîäåìîíñòðèðîâàí ïåðåõîä îò íåðå-ëÿòèâèñòñêîãî ê óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó ïðåäåëó.251



Åñëè ïàðàìåòð D íå ìàë, òî ïîâåäåíèå �åðìèîíîâ è áîçîíîâðàçëè÷àþòñÿ êîðåííûì îáðàçîì, òàê ÷òî èõ ñîâìåñòíîå ðàññìîòðå-íèå íåâîçìîæíî. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å îáðàòèìñÿ ê ïðÿìî ïðî-òèâîïîëîæíîìó ñëó÷àþ î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà D.� 3. Ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûé íåðåëÿòèâèñòñêèéãàç �åðìèîíîâÁóäåì ñ÷èòàòü �îðìàëüíî, ÷òî ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò çíà-÷åíèþ Díåðåë = ∞. Ïîñìîòðèì, êàê ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê òàêîìóñîñòîÿíèþ ãàçà �åðìèîíîâ. Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (14), ïàðà-ìåòð Díåðåë ìîæíî óâåëè÷èòü ïóòåì óìåíüøåíèÿ òåìïåðàòóðû èëèóâåëè÷åíèÿ äàâëåíèÿ. Â ëàáîðàòîðèè ëåã÷å äîáèòüñÿ èìåííî óìåíü-øåíèÿ òåìïåðàòóðû, òàê êàê êðèîãåííàÿ òåõíèêà äîñòèãëà âûñîêî-ãî ðàçâèòèÿ. Ñîçäàíèå æå âûñîêèõ äàâëåíèé � áîëåå ñëîæíàÿ çà-äà÷à. Èçìåíåíèå Díåðåë çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðîùå è âòåîðåòè÷åñêîì àñïåêòå. Âûñîêèå äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè îñóùåñòâ-ëÿþòñÿ â ïðèðîäå: â áåëûõ êàðëèêàõ è íåéòðîííûõ çâåçäàõ.Çà�èêñèðîâàâ êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö n, áóäåì óìåíüøàòü òåì-ïåðàòóðó T . Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî èìïóëüñàì óñòðå-ìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì,÷òî ïðè T → 0 õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë µ0.Åãî âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèåé n. Òîãäà
n(ε, T ) =
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−→
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0 ïðè ε > µ0,
1

2
ïðè ε = µ0,

1 ïðè ε < µ0.

(16)Õîä ïðèáëèæåíèÿ äðîáè, ÿâëÿþùåéñÿ ñðåäíèì ÷èñëîì çàïîëíåíèÿñîñòîÿíèé, ê åå ïðåäåëó ïîêàçàí íà ðèñ. 14. Òåìïåðàòóðà T è îòíî-øåíèå ε/kB âûðàæåíû â Ê; äëÿ ïðîñòîòû ïðèíÿòî, ÷òî âåëè÷èíà
µ/kB = 1.Òàêèì îáðàçîì, áåçðàçìåðíàÿ äðîáü, ñòîÿùàÿ ïîä èíòåãðàëîì âðàñïðåäåëåíèÿõ, â ïðåäåëå ïðè T → 0 îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöåîò íóëåâîãî èìïóëüñà äî íåêîòîðîãî åãî çíà÷åíèÿ p0. Ñëåäîâàòåëü-íî, ïðè T → 0 â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå µ0 =
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. Ôîðìóëû (7)è (8) ïðèìóò âèä 252
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.�àçðåøèâ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå îòíîñèòåëüíî p0 è ïîäñòàâèâ ðå-çóëüòàò âî âòîðîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïîëíîñòüþ âûðîæ-äåííîãî íåðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà �åðìèîíîâ
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(
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n5/3.Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ïðîäåëàåì âûêëàäêó, îáîñíîâûâàþ-ùóþ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè T → 0 è äàþùóþ ïîïðàâêó ê óðàâ-íåíèþ ñîñòîÿíèÿ.� 4. Ñèëüíî âûðîæäåííûé íåðåëÿòèâèñòñêèé ãàç�åðìèîíîâ1. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà èíòåãðàëîâ. Â ýòîì ïàðàãðà-�å ñ÷èòàåì, ÷òî îòíîøåíèå µ/(kBT ) = Y ïîëîæèòåëüíî è âåëèêî.Èíòåãðàë âèäà (7) ñ ïëþñîì â çíàìåíàòåëå ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèìîáðàçîì. �àçîáüåì åãî íà äâà èíòåãðàëà òî÷êîé z = Y è ñäåëàåì çà-ìåíû ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ: â ïåðâîì Y −z = y, à âî âòîðîì
z − Y = y. Êðîìå òîãî, â ïåðâîì èíòåãðàëå èñïîëüçóåì î÷åâèäíîåðàâåíñòâî 1/(e−y + 1) = 1 − 1/(ey + 1). Òîãäà

Iν(Y ) =

∞∫

0

zνdz

ez−Y + 1
=

Y∫

0

zνdz

ez−Y + 1
+

∞∫

Y

zνdz

ez−Y + 1
=

=

Y∫

0

(Y −y)νdy+

Y∫

0

(Y +y)ν−(Y −y)ν

ey+1
dy+

∞∫

Y

(Y +y)ν

ey+1
dy. (17)Ïåðâûé èíòåãðàë â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ðàâåí Y ν+1/(ν + 1).253



Äî ñèõ ïîð íå äåëàëîñü íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé. Òåïåðü áóäåìñ÷èòàòü Y áîëüøîé âåëè÷èíîé. Òîãäà ìîæíî îòáðîñèòü ïîñëåäíèéèíòåãðàë â (17), à â ïðåäïîñëåäíåì ðàçëîæèòü ñêîáêè ïî ñòåïåíÿìîòíîøåíèÿ y/Y ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ ñëàãàåìûõ. Õîòÿ ýòî îòíîøå-íèå íå âåçäå ìàëî, òàê êàê y ≤ Y , ðàçëîæåíèå âîçìîæíî ââèäóòîãî, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë äàþò ìàëûå y. Ïðè áîëüøèõæå y, ñðàâíèìûõ ñ Y , äðîáü 1/(ey + 1) ìàëà. Ïîñëå ðàçëîæåíèÿðàñïðîñòðàíÿåì èíòåãðèðîâàíèå äî áåñêîíå÷íîñòè. Âî âñåõ ñëó÷à-ÿõ ìû äåëàåì îøèáêó, êîòîðàÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåì
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12
.Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à, ãäå ìû îãðàíè÷èëèñüïåðâûìè äâóìÿ ñëàãàåìûìè, íî ìîãëè áû èñïîëüçîâàòü èõ âñå, òàêêàê ðÿä ñõîäèòñÿ, çäåñü èç-çà íå âïîëíå êîððåêòíîé îïåðàöèè ðàçëî-æåíèÿ ïðè ó÷åòå ñëàãàåìûõ âñåõ ïîðÿäêîâ ïîëó÷àåòñÿ ðàñõîäÿùèé-ñÿ ðÿä. Òàêèå ðÿäû íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè.Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, ïî ñòåïåíÿì êîòîðîãî âåäåòñÿðàçëîæåíèå (â äàííîì ñëó÷àå 1/Y ), ïåðâûå ñëàãàåìûå â ðàçëîæå-íèè áûñòðî óáûâàþò, íî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà íà÷èíàþò âîç-ðàñòàòü. Íåñìîòðÿ íà ðàñõîäèìîñòü òàêèõ ðàçëîæåíèé, èìè ìîæíîïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ è îöåíîê, åñëè ïðèíèìàòü âî âíèìàíèåòîëüêî òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ïî ìîäóëþ ìåíüøå ïðåäûäóùèõ. Ïðèýòîì ñóììó ìîæíî ïîëó÷èòü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ, îäíàêî îøèáêóñóììèðîâàíèÿ íåâîçìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Â íàøåìñëó÷àå ìû îãðàíè÷èëèñü òîëüêî ïåðâîé ïîïðàâêîé.2. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ. Çàïèøåì äâå �îðìóëû (7) è (8) ñó÷åòîì ïîëó÷åííîé îöåíêè èíòåãðàëîâ:
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Çäåñü ïàðàìåòð Y ïåðåä áîëüøèìè ñêîáêàìè è ïðîèçâåäåíèå 2mkBTâõîäÿò â îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîýòîìó èõ ìîæíî èñêëþ÷èòü ñðàçó.Âîçâåäÿ êîíöåíòðàöèþ â ñòåïåíü 5/3 è ðàçäåëèâ íà ýòó ñòåïåíüäàâëåíèå, ïîëó÷èì
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.Â ïîïðàâî÷íîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ ïîäñòàâèì îöåíêó âåëè÷è-íû Y èç âûðàæåíèÿ äëÿ n áåç ó÷åòà ïîïðàâêè. Òîãäà ýòî ñëàãàåìîåâûðàçèòñÿ ÷åðåç ñòåïåíü ïàðàìåòðà âûðîæäåíèÿ èëè ÷åðåç îòíîøå-íèå òåìïåðàòóðû ê òåìïåðàòóðå âûðîæäåíèÿ T0:
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37/3
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)2
]

.Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîé �îðìóëå Díåðåë ≫ 1 è T ≪ T0. Âûâåäåí-íîå ñîîòíîøåíèå äàåò ïîïðàâêó ê óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ ïîëíîñòüþâûðîæäåííîãî íåðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà �åðìèîíîâ.Ôîðìóëà (18) ïîçâîëÿåò âûâåñòè âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè Sñèëüíî âûðîæäåííîãî ãàçà �åðìèîíîâ. Äëÿ ýòîãî íàäî íàéòè ïðî-èçâîäíóþ îò äàâëåíèÿ ïî òåìïåðàòóðå. Çàìåòèâ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
kBTY = µ, óáåäèìñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî óêà-çàííîé �îðìóëû ðàâíà íóëþ. Â ðåçóëüòàòå äè��åðåíöèðîâàíèÿâòîðîãî ñëàãàåìîãî íàéäåì
S=V
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4πg
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mkBT.Êàê îòìå÷àëîñü â ãëàâå I, ñòðåìëåíèå ýíòðîïèè ê íóëþ ïðè
T → 0 ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì âñåõ ñèñòåì. Äîêàçàòåëüñòâî îñ-íîâûâàåòñÿ íà ñâÿçè ýíòðîïèè ñî ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì ñèñòåìû.Ïðè T = 0 âñå ÷àñòèöû çàíèìàþò îïðåäåëåííûå ïîëîæåíèÿ, ñîñòî-ÿíèå âñåé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî, è åå ñòàòèñòè÷åñêèé âåñðàâåí 1. Ïîýòîìó ïðè T = 0 ýíòðîïèÿ òàêæå ðàâíà íóëþ. Ýòî ñâîé-ñòâî íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû Íåðñòà, îòêðûâøåãî åãî ýêñïåðèìåí-òàëüíî, èëè òðåòüåãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü,255



÷òî òåïëîåìêîñòè è ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, è ïðè ïîñòîÿííîì äàâ-ëåíèè â äàííîì ñëó÷àå ïðîñòî ðàâíû ýíòðîïèè.Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûå ãàçû ñ ó÷åòîì ðå-ëÿòèâèñòñêèõ ý��åêòîâ.� 5. Ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûé ðåëÿòèâèñòñêèé ãàç�åðìèîíîâ1. Îáùèé ñëó÷àé ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ. Çäåñü ñíîâà èñ-ïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (16). Åñëè èìïóëüñ p0 èìååò ïîðÿäîêmc èëèáîëüøå mc, òî íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ðåëÿòèâèñòñêèåðàñïðåäåëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå õèìè÷åñêîãî ïî-òåíöèàëà µ0 = ε(p0) ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî ðåëÿòèâèñòñêîé �îð-ìóëå.Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà ïðèõîäèòñÿ ðàñ-ñìàòðèâàòü íå äâå, à òðè âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì, êàê è âûøå, óäîáíîñäåëàòü ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè p = mc sh ξ, p0 = mc sh ξ0.Òîãäà dp = mc ch ξdξ, ε = mc2(ch ξ − 1), v = c th ξ.Êîíöåíòðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îáùåé �îðìóëîé, ñïðàâåäëèâîé ïðèâñåõ çíà÷åíèÿõ p0:
n =

4πg

h3

p0∫

0

p2dp =
4πg

h3

p3
0

3
=

4πg

h3

m3c3

3
sh3 ξ0. (19)Ôîðìóëû äëÿ äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïîëó÷àþòñÿ ñ ïî-ìîùüþ ïåðåõîäà ê äâîéíîìó àðãóìåíòó ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé:

P =
4πg

h3

m4c5

3

ξ0∫

0

sh4 ξdξ=
4πg

h3

m4c5

3

(
1

32
sh(4ξ0)−

1

4
sh(2ξ0)+

3

8
ξ0

)

,(20)
ρ =

4πg

h3
m4c5

ξ0∫

0

sh2 ξ ch ξ(ch ξ − 1)dξ =

=
4πg

h3
m4c5

(
1

32
sh(4ξ0) −

1

3
sh3 ξ0 −

1

8
ξ0

)

. (21)Ïðèâåäåííûå ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò òðè âåëè÷èíû â çàâèñè-ìîñòè îò îäíîãî ïàðàìåòðà. 256



2. Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Èç ðåëÿòèâèñòñêèõ �îðìóë ïðè
ξ0 ≪ 1 ìîæíî ïîëó÷èòü íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë, ÷åãî ìû çäåñüäåëàòü íå áóäåì, òàê êàê ýòîò ñëó÷àé ìû ðàññìîòðåëè íåïîñðåä-ñòâåííî. Âûâîä æå èç îáùèõ �îðìóë äîâîëüíî ãðîìîçäîê: íåîá-õîäèìî ðàçëàãàòü âûðàæåíèÿ (20) è (21) äî ξ50 , òàê êàê âñå áîëååíèçêèå ñòåïåíè ñîêðàùàþòñÿ.Ïîëó÷èì �îðìóëû äëÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ� óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî. Äëÿ ýòîãî ïðè ξ0 ≫ 1 çàìåíèì ãèïåðáî-ëè÷åñêèå ñèíóñû ýêñïîíåíòàìè sh ξ0 ∼ eξ0/2. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì

n ∼ 4πg

h3

m3c3

3

e3ξ0

23
, P ∼ 4πg

h3

m4c5

3

e4ξ0

26
.Ïëîòíîñòü ýíåðãèè íàõîäèòü íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê â óëüòðàðåëÿòè-âèñòñêîì ñëó÷àå ρ = 3P .Èñêëþ÷èâ ïàðàìåòð ξ0, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ óëüòðà-ðåëÿòèâèñòñêîãî ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî ãàçà �åðìèîíîâ

P =
c

4

(
3h3

4πg

)1/3

n4/3.Ýòà �îðìóëà íà ñîäåðæèò ìàññû ÷àñòèö, òàê êàê â óëüòðàðåëÿòè-âèñòñêîì ïðåäåëå õàðàêòåðíûé èìïóëüñ ÷àñòèö íàìíîãî ïðåâîñõî-äèò mc.Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî, êàê áûëî ïîêàçàíî Ñ.×àíäðàñåêà-ðîì [31℄, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ïðåäåëüíîé ìàññû áåëûõ êàð-ëèêîâ, íàçûâàåìîé ÷àíäðàñåêàðîâûì ïðåäåëîì. Òàáëèöà 3Ïðåäåëüíûé èìïóëüñ è îòíîøåíèå P/ρâ çàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ
lg ne lg[p0/(mc)] P/ρ lgne lg[p0/(mc)] P/ρ21.0 -2.923 0.667 32.0 0.744 0.40922.0 -2.589 0.667 33.0 1.077 0.37023.0 -2.256 0.667 34.0 1.411 0.35024.0 -1.923 0.667 35.0 1.744 0.34125.0 -1.589 0.667 36.0 2.077 0.33726.0 -1.256 0.666 37.0 2.411 0.33527.0 -0.923 0.665 38.0 2.744 0.33428.0 -0.589 0.659 39.0 3.077 0.33429.0 -0.256 0.636 40.0 3.411 0.33430.0 0.077 0.571 41.0 3.744 0.33331.0 0.411 0.480 42.0 4.077 0.333257



Â òàáë. 3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïðåäåëüíîãî èìïóëüñà p0 îòêîíöåíòðàöèè âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà, à òàêæå îòíîøåíèå
P/ρ äëÿ òîãî æå ãàçà. Ñ ïîìîùüþ äàííûõ òàáëèöû ìîæíî îöåíèòü,ïðè êàêèõ êîíöåíòðàöèÿõ ãàç ìîæíî ñ÷èòàòü íåðåëÿòèâèñòñêèì, àïðè êàêèõ � óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì.Íà ðèñ. 15, à è á äàþòñÿ çàâèñèìîñòè Pe è ρe îò êîíöåíòðàöèè
ne ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà.à á
lgPe lg ρe

21

22

23

24

25

26

28 29 30 31 32
22

27

28

29 30 31 32 33

23

24

25

26

íåðåë íåðåëðåë ðåëóëüòðà óëüòðà
lg ne�èñ. 15. Ýëåêòðîííîå äàâëåíèå Pe (à) è ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðî-íîâ ρe (á) êàê �óíêöèè ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè ne.3. Ïðîñòîé âûâîä óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ. Óðàâíåíèÿ ñî-ñòîÿíèÿ äëÿ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî ãàçà �åðìèîíîâ â íåðåëÿòè-âèñòñêîì è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëàõ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåí-íûõ ìíîæèòåëåé ìîæíî âûâåñòè ïðîñòî, èñõîäÿ èç êèíåòè÷åñêèõ èêâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ òàêîãî ãàçà.Êàê óêàçûâàëîñü â � 4 ãëàâû III, ñîãëàñíî ìîëåêóëÿðíî-êèíå-òè÷åñêîé òåîðèè äàâëåíèå ðàâíî èìïóëüñó, ïåðåäàâàåìîìó ãàçîìåäèíè÷íîé ïëîùàäêå çà åäèíèöó âðåìåíè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû äàâëåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü �îðìóëîé

P ∼ p vn, ãäå p è v � íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå èìïóëüñ è ñêîðîñòü÷àñòèö ãàçà.Âìåñòå ñ òåì ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûé ãàç ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, áëèçêóþ ê ñîñòîÿíèþ ñíàèìåíüøåé ýíåðãèåé. Òîãäà äëÿ ÷àñòèö ýòîé ñèñòåìû âûïîëíÿåò-ñÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè ∆p∆r ∼ h. Ïðèíÿâ, ÷òî ïî ïî-258



ðÿäêó âåëè÷èíû p ∼ ∆p, ïîëó÷èì îöåíêó p ∼ h/∆r. Íåîïðåäåëåí-íîñòü â êîîðäèíàòàõ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî ñðåäíèì ðàññòîÿíèåììåæäó ÷àñòèöàìè, êîòîðîå ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
n∆r3 ∼ 1, òàê ÷òî ∆r ∼ n−1/3 è p ∼ hn1/3.Õîä äàëüíåéøåãî ðàññóæäåíèÿ çàâèñèò îò �îðìóëû äëÿ ñðåä-íåé ñêîðîñòè ÷àñòèö ãàçà. Åñëè ãàç íåðåëÿòèâèñòñêèé, òî v = p/mè v ∼ hn1/3/m. Òîãäà P ∼ h2n5/3/m. Äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãîãàçà v ∼ c è P ∼ hcn4/3. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àþòñÿ �îðìóëû, ñî-äåðæàùèå â ïðàâèëüíûõ êîìáèíàöèÿõ âñå ðàçìåðíûå ìíîæèòåëè,íî, êîíå÷íî, áåç ÷èñëåííûõ êîý��èöèåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî òàêèå æå�îðìóëû ìîæíî ïîëó÷èòü è èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè, âûáðàâñíà÷àëà òå ðàçìåðíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèåãàçà.Äëÿ çàïîìèíàíèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè êîíöåíòðàöèè â âûðà-æåíèÿõ äëÿ äàâëåíèÿ ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêîå ïðàâèëî. Çíàìåíà-òåëü 3 îáúÿñíÿåòñÿ òðåõìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. ×èñëèòåëè æå îá-ðàçóþòñÿ äîáàâëåíèåì ê 3 ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè â çàâèñèìîñòè ýíåð-ãèè îò èìïóëüñà: 2 ó íåðåëÿòèâèñòñêîãî è 1 ó óëüòðàðåëÿòèâèñòñêî-ãî ãàçîâ.Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîãî ãàçà èìåþò âèäïîëèòðîïû. Îíè èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè ñòðîåíèÿ áåëûõêàðëèêîâ, îïðåäåëÿÿ âèä óðàâíåíèÿ Ýìäåíà (ñì. [31℄).Òåïåðü ïåðåéäåì ê ãàçó áîçîíîâ.� 6. Ñèëüíî âûðîæäåííûé ãàç áîçîíîâÔîðìàëüíîå îòëè÷èå áîçîííûõ ðàñïðåäåëåíèé îò �åðìèîííûõçàêëþ÷àåòñÿ â íàëè÷èè ìèíóñà â çíàìåíàòåëå âìåñòî ïëþñà. Îä-íàêî ïðè òàêîé ïåðåìåíå çíàêà ñâîéñòâà ãàçîâ â îáëàñòè ñèëüíîãîâûðîæäåíèÿ, ò. å. íèçêèõ òåìïåðàòóð, ïîëíîñòüþ èçìåíÿþòñÿ.Çàêðåïèì êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö è áóäåì óìåíüøàòü òåìïåðà-òóðó ãàçà, îòáèðàÿ ýíåðãèþ ó åãî ÷àñòèö. Íà íåêîòîðîì ýòàïå ýòîãîïðîöåññà ãàç ñòàíåò íåðåëÿòèâèñòñêèì. Èç �îðìóëû äëÿ êîíöåí-òðàöèè íåðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà áîçîíîâ

n =
4πg

h3
(2mkBT )3/2 1

2

∞∫

0

z1/2dz

ez−µ/(kBT ) − 1
, (22)ãäå õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë îòðèöàòåëåí, ñëåäóåò, ÷òî ïðè óìåíü-øåíèè òåìïåðàòóðû ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè êîíöåíòðàöèè n259



ìíîæèòåëü ïåðåä èíòåãðàëîì óáûâàåò, à èíòåãðàë âîçðàñòàåò. Óâå-ëè÷åíèå èíòåãðàëà âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèà-ëà µ, êîòîðûé òàêæå äîëæåí âîçðàñòàòü (ïî ìîäóëþ óáûâàòü). Âñå-ãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ òåìïåðàòóðà, ïðè êîòîðîé
µ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòà òåìïåðàòóðà íàçûâàåòñÿ òåìïåðàòóðîéáîçå-ýéíøòåéíîâñêîãî âûðîæäåíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

n =
4πg

h3
(2mkBT0)

3/2 1

2

∞∫

0

z1/2dz

ez − 1
=

4πg

h3
(2mkBT0)

3/2

√
π

4
ζ(3/2).Èíòåãðàë, ñòîÿùèé ìíîæèòåëåì ñïðàâà, ðàâåí ïðèìåðíî 2.315.Âñå ïîäîáíûå èíòåãðàëû ñâÿçàíû ñ äçåòà-�óíêöèåé �èìàíà [13℄, àèìåííî,

∞∫

0

zνdz

ez − 1
= Γ(ν + 1)ζ(ν + 1),

∞∫

0

zνdz

ez + 1
=

(

1 − 1

2ν

)

Γ(ν + 1)ζ(ν + 1).(23)Ïðè öåëûõ íå÷åòíûõ ν ýòè çíà÷åíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòåïåíè÷èñëà π.Åñëè ïðîäîëæàòü óìåíüøàòü òåìïåðàòóðó, òî êîíöåíòðàöèÿ÷àñòèö ïðè T < T0 îêàæåòñÿ ìåíüøå, ÷åì ñîãëàñíî �îðìóëå (22)ñ íóëåâûì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì. Êóäà æå èñ÷åçàþò ÷àñòèöû?Îòâåò áóäåò ïðîñò, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî â îäíîì ñîñòîÿíèè ìîæåòáûòü ñêîëüêî óãîäíî áîçîíîâ. Òàê êàê ýíåðãèè ÷àñòèö ñòàíîâÿòñÿâñå ìåíüøå, òî íåêîòîðàÿ èõ äîëÿ îêàçûâàåòñÿ ñ ýíåðãèåé, ðàâíîéíóëþ. ×åì ìåíüøå òåìïåðàòóðà, òåì áîëüøå òàêèõ ÷àñòèö. Ïðèíóëåâîé òåìïåðàòóðå âñå îíè ïîïàäóò â îñíîâíîå êâàíòîâîå ñîñòî-ÿíèå ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, ò. å. ïåðåñòàíóò äâèãàòüñÿ. Íåïîäâèæíûå÷àñòèöû íå îïèñûâàþòñÿ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî èìïóëü-ñàì. Èõ ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå δ(p), è èõñëåäóåò ó÷èòûâàòü îòäåëüíî.Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà äëÿ êîíöåíòðàöèè ïðè T < T0 äîëæíàèìåòü âèä n = np>0 + np=0, ãäå
np>0 =

√
π

4
ζ(3/2)

4πg

h3
(2mkBT )3/2 =n

(
T

T0

)3/2

, np=0 =n

[

1−
(
T

T0

)3/2
]

.
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ßñíî, ÷òî äàâëåíèå îêàçûâàþò òîëüêî äâèæóùèåñÿ ÷àñòèöû,òàê ÷òî
P =

4πg

h3

(2mkBT )5/2

6m

∞∫

0

z3/2dz

ez − 1
= 7.040g

m3/2(kBT )5/2

h3
, (24)ãäå èñïîëüçîâàíî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëüíîãî ìíîæèòåëÿ,ðàâíîå 1.783. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè â 1.5 ðàçà áîëüøå äàâëåíèÿ è äàåò-ñÿ òîé æå �îðìóëîé, ÷òî è ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â öåïî÷êå ðàâåíñòâ(24), íî ñ ìíîæèòåëåì 10.56. Ôîðìóëû äëÿ äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòèýíåðãèè ìîæíî çàïèñàòü è ÷åðåç òåìïåðàòóðó âûðîæäåíèÿ:

P = 0.5133nkBT ( T
T0

)3/2

, ρ = 0.7700nkBT ( T

T0

)3/2

.Îòìåòèì, ÷òî äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñèëüíî âûðîæäåí-íîãî áîçîííîãî ãàçà çàâèñÿò òîëüêî îò òåìïåðàòóðû è ïðîïîðöèî-íàëüíû T 5/2. ßñíî, ÷òî ïðè T = 0 îáå ýòè âåëè÷èíû îáðàùàþòñÿ âíóëü, òàê êàê âñå ÷àñòèöû îñòàíàâëèâàþòñÿ. ßâëåíèå íàêîïëåíèÿ÷àñòèö â îäíîì ñîñòîÿíèè � ñ íóëåâîé ýíåðãèåé � íàçûâàåòñÿ áîçå-êîíäåíñàöèåé. Êîíäåíñàöèÿ ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò â ïðîñòðàíñòâåèìïóëüñîâ, à êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåòáûòü êàêîé óãîäíî è äàæå ìàëîé.Òðåòüå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè âûïîëíÿåòñÿ è â ñëó÷àå áîçîí-íîãî ãàçà, èáî S = V
∂P

∂T
=

5

2
V
P

T
∝ T 3/2. Ýíòðîïèÿ ñòðåìèòñÿ ê 0ïðè T → 0, êàê è òåïëîåìêîñòü Cv =

3

2
S.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðà�à ñðàâíèì ïðîöåññ ïåðåõîäà êñèëüíîìó è ïîëíîìó âûðîæäåíèþ ó áîçîíîâ è �åðìèîíîâ. Êîãäàó ãàçà îòáèðàþò ýíåðãèþ, òåìïåðàòóðà åãî ïîíèæàåòñÿ è ïðèáëè-æàåòñÿ ê íóëþ, ïîâåäåíèå �åðìèîíîâ è áîçîíîâ ðåçêî ðàçëè÷àåòñÿ.×àñòèöàì áîçîííîãî ãàçà íè÷òî íå ìåøàåò íàêàïëèâàòüñÿ â ñîñòîÿ-íèè ñ íàèíèçøåé, ò. å. íóëåâîé, ýíåðãèåé è ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðåâñåì ïîïàñòü â îäíî ýòî ñîñòîÿíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëíîñòüþ âû-ðîæäåííûé áîçîííûé ãàç îêàçûâàåòñÿ ìåðòâîé ñèñòåìîé, â êîòîðîéâñå ÷àñòèöû íåïîäâèæíû. Åå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà íóëþ, äàâëåíèåîíà íå îêàçûâàåò. Ôåðìèîíû æå â ñèëó ïðèíöèïà çàïðåòà íå ìî-ãóò âñå ïîìåñòèòüñÿ â ñîñòîÿíèè ñ íóëåâîé ýíåðãèåé è çàïîëíÿþòâñå ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèÿìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè ãðàíè÷íîãî óðîâíÿ.261



Îáðàçóåòñÿ ñèñòåìà ñ êîíå÷íîé (íå ðàâíîé íóëþ è äàæå, âîçìîæ-íî, ðåëÿòèâèñòñêîé) ýíåðãèåé. Â ïðîòèâîâåñ áîçîíàì �åðìèîííûéïîëíîñòüþ âûðîæäåííûé ãàç � ¾æèâîé¿, åãî ýíåðãèÿ è äàâëåíèåíå òîëüêî íå íóëåâûå, íî ìîãóò áûòü âåëèêè.Îñîáûì ñëó÷àåì ãàçà áîçîíîâ ÿâëÿåòñÿ ÷åðíîòåëüíîå èçëó÷å-íèå, êîòîðîå ìû ðàññìîòðèì â îòäåëüíîì ïàðàãðà�å, à â ñëåäóþùåìïîäâåäåì èòîãè ðàçâèòîé òåîðèè.� 7. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâÎñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ãàçàõ �åðìèîíîâ è áîçîíîâ äàíû â òàáë. 4.Ïðî÷åðê â òàáëèöå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïðîñòîé �îðìóëû. Äëÿêðàòêîñòè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
C1 =

1

5m

(
3h3

4πg

)2/3

, C2 = 5
41/3π4/3

37/3
,

C3 =
c

4

(
3h3

4πg

)1/3

, C4 =
g

h3
(2πmkB)3/2kBζ(5/2).Òàáëèöà 4Ñâîéñòâà ãàçîâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèöÑòåïåíü ðåëÿòèâèçìàÑòåïåíü Íåðåëÿòè- �åëÿòè- Óëüòðàðåëÿ-âûðîæäåíèÿ âèñòñêèé âèñòñêèé òèâèñòñêèé

P = 2ρ/3 P = ρ/3Íåâûðîæäåííûé
P = nkBT P = nkBT P = nkBT

D = 0Ñëàáî P = nkBT×âûðîæäåííûé ×
(

1 ± D

4
√

2

) � �
D ≪ 1Âûðîæäåííûé (7),(8) (2)�(4) (9),(10)
D ∼ 1Ñèëüíî P = C1n

5/3×âûðîæäåííûé ×
(

1 + C2

T 2

T 2
0

) � �
D ≫ 1 P = C4T

5/2Ïîëíîñòüþâûðîæäåííûé P = C1n
5/3 (19)�(21) P = C3n

4/3

D = ∞ 262



Â ïðåäïîñëåäíåé ñòðîêå ïåðâîãî ñòîëáöà äëÿ ïîëíîòû ïðèâå-äåíî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèëüíî âûðîæäåííîãî ãàçà áîçîíîâ. Âïîñëåäíåé ñòðîêå äëÿ áîçîíîâ ñ íåíóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ ñëåäîâàëîáû íàïèñàòü P = 0 âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Âïðî÷åì, ïîëíîñòüþ âûðîæäåí-íûé ãàç áîçîíîâ òðóäíî íàçâàòü ðåëÿòèâèñòñêèì èëè íåðåëÿòèâèñò-ñêèì, òàê êàê âñå åãî ÷àñòèöû íåïîäâèæíû. Íàðÿäó ñ âûïèñàííûìè�îðìóëàìè äàíû íîìåðà áîëåå îáùèõ �îðìóë, íå ïîìåùàþùèõñÿâ òàáëèöå. � 8. Ôîòîííûé ãàçÔîòîí � ýòî ÷àñòèöà ñ ìàññîé ïîêîÿ íóëü è ñïèíîì 1. Ýòèçíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê �îòîíà ïðèâîäÿò ê ñâîéñòâàì �îòîííîãîãàçà, îòëè÷àþùèì åãî îò ãàçà áîçîíîâ ñ íåíóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ.Ôîòîííûé ãàç íàçûâàþò èçëó÷åíèåì, à ðàâíîâåñíûé ãàç �îòîíîâ �÷åðíîòåëüíûì èçëó÷åíèåì.Ïåðâàÿ îñîáåííîñòü �îòîíîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, íåñìîò-ðÿ íà çíà÷åíèå åãî ñïèíà 1, ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ �îòîíà ðàâåí íå 3,à 2. Ñïèí �îòîíà ïðîÿâëÿåòñÿ ÷åðåç ïîëÿðèçàöèþ ýëåêòðîìàãíèò-íûõ âîëí. Â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò òîëüêî ïîïåðå÷-íûå âîëíû, ÷òî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ïîïåðå÷íîñòè, íàêëàäûâàåìîãîíà âåêòîðíûé ïîòåíöèàë div A = 0 ïðè ðàâåíñòâå íóëþ ñêàëÿðíîãîïîòåíöèàëà. Ïðîäîëüíûå âîëíû íåâîçìîæíû, òàê ÷òî ÷èñëî ïðî-åêöèé ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè ðàâíî 2. �ëóáèííîé ïðè÷èíîéýòîãî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî ìàññû ïîêîÿ �îòîíà íóëþ.Âòîðàÿ îñîáåííîñòü �îòîííîãî ãàçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî �îòîíûìåæäó ñîáîé ïðàêòè÷åñêè íå âçàèìîäåéñòâóþò, îáðàçóÿ èäåàëüíûéãàç. Ïîýòîìó â ïðîöåññå ïåðåõîäà ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ �îòî-íû äîëæíû âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè èëè ñî ñòåíêà-ìè ñîñóäà. Ïðè òàêîì âçàèìîäåéñòâèè, êàê ïðàâèëî, ÷èñëî �îòîíîâíå ñîõðàíÿåòñÿ. Êàæäûé �îòîí ìîæåò áûòü ïîãëîùåí è íå ïåðå-èçëó÷åí. Àòîì (èëè äðóãàÿ ñèñòåìà), ïîãëîòèâøèé �îòîí, ìîæåòñîâåðøèòü äâóõêâàíòîâûé ïåðåõîä èëè êàñêàäíûé ïåðåõîä íà íèæ-íèå óðîâíè ñ èçëó÷åíèåì íåñêîëüêèõ �îòîíîâ. Íåñîõðàíåíèå ÷èñëà�îòîíîâ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî îòñóòñòâóåò óñëîâèå N = onst,êîòîðîå ìû èñïîëüçîâàëè â � 5 ãëàâû II ïðè âûâîäå ðàñïðåäåëå-íèÿ �èááñà êàê äîñòàâëÿþùåãî ìàêñèìóì ýíòðîïèè. Ìíîæèòåëåìïðè N â �óíêöèè Ëàãðàíæà �èãóðèðîâàë õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë,êîòîðûé â ñëó÷àå �îòîííîãî ãàçà íå ïîÿâëÿåòñÿ, ÷òî ðàâíîñèëüíî263



îáðàùåíèþ åãî â íóëü. Òàêèì îáðàçîì, ó �îòîííîãî ãàçà g = 2 è
µ = 0.Ôîòîí � ýòî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà, è äëÿ �îòîííîãîãàçà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå P = ρ/3, òàê ÷òî èç òðåõ âåëè÷èí:êîíöåíòðàöèè, äàâëåíèÿ è ñðåäíåé ýíåðãèè � äîñòàòî÷íî ðàññìîò-ðåòü äâå.Ñ óêàçàííûìè çíà÷åíèÿìè g è µ çàïèøåì ðàñïðåäåëåíèÿ �î-òîíîâ ïî èìïóëüñàì, ïðè÷åì íà÷íåì ñ ïëîòíîñòè ýíåðãèè:

ρ =
8π

h3

∞∫

0

cp3dp

ecp/(kBT ) − 1
.Â êà÷åñòâå îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè �îòîíà ÷àñòî èñïîëüçóåò-ñÿ íå èìïóëüñ, à ÷àñòîòà ν, ïðè÷åì p = hν/c. Ñäåëàâ òàêóþ çàìåíóïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì

ρ =
8πh

c3

∞∫

0

ν3dν

ehν/(kBT ) − 1
.Äàëüíåéøàÿ çàìåíà z = hν/(kBT ) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èíòå-ãðàë äî êîíöà:

ρ=aT 4, a=
8π5h

15c3

(
kB
h

)4

=7.564 · 10−15 ýðãÊ4ñì3
=7.564 · 10−16 ÄæÊ4ì3

.(25)Ïðè âûâîäå èñïîëüçîâàíî çíà÷åíèå èíòåãðàëà âèäà (23) ïðè ν = 3,ðàâíîå π4/15. Ôîðìóëà (25) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Ñòå�àíà�Áîëüö-ìàíà, à êîíñòàíòà a � ïîñòîÿííîé Ñòå�àíà.Íàðÿäó ñ ïîëíîé (èíòåãðàëüíîé) ïëîòíîñòüþ èçëó÷åíèÿ ââî-äèòñÿ îáîçíà÷åíèå è äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè:
ρ =

∞∫

0

ρνdν, ρν =
8πhν3

c3
1

ehν/(kBT ) − 1
. (26)Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èçâåñòíî êàê �îðìóëà Ïëàíêà. Åñëè ÷àñòîòàñðàâíèòåëüíî íåâåëèêà, à òåìïåðàòóðà íå ìàëà, òàê ÷òî hν

kBT ≪ 1,òî èç �îðìóëû Ïëàíêà ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà �ýëåÿ�Äæèíñà
ρν ∼ 8π

c3
ν2kBT. (27)264



Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå hν

kBT ≫ 1 ïðåäåëüíîé ÿâëÿåòñÿ �îðìó-ëà Âèíà
ρν =

8πhν3

c3
e−hν/(kBT ). (28)Ôîðìóëà (27) íå ñîäåðæèò ïîñòîÿííîé Ïëàíêà è ïîýòîìó ìîæåòñ÷èòàòüñÿ êëàññè÷åñêîé. Ý��åêò âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ, âûðà-æàþùèéñÿ â íàëè÷èè −1 â çíàìåíàòåëå �îðìóëû (26), äëÿ ñïðà-âåäëèâîñòè �îðìóëû (27) îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Íàïðîòèâ,�îðìóëà Âèíà ñîäåðæèò h, íî èìååò âèä êëàññè÷åñêîé �îðìóëûÁîëüöìàíà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðàë îò (27) ïî âñåì ÷àñòî-òàì ðàñõîäèòñÿ (¾óëüòðà�èîëåòîâàÿ êàòàñòðî�à¿, êîòîðàÿ àêòèâíîîáñóæäàëàñü â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà), â òî âðåìÿ êàê èíòåãðàëîò (28) äàåò ïðàâèëüíóþ �óíêöèîíàëüíóþ �îðìó (25) ñ äîâîëüíîáëèçêèì êîý��èöèåíòîì: âìåñòî òî÷íîãî 8π5/15 = 163.2105 ïîëó-÷àåòñÿ 48π = 150.7964.Íàðÿäó ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ρν èçëó÷åíèå õàðàêòåðè-çóþò èíòåíñèâíîñòüþ Iν . Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êà-êîâûì ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîå (ïëàíêîâñêîå), ñâÿçü ýòèõ äâóõ âåëè-÷èí ïðîñòà:

ρν =
4π

c
Iν ,òàê ÷òî

Iν = Bν(T ), Bν(T ) =
2hν3

c2
1

ehν/(kBT ) − 1
.Ôóíêöèÿ Bν(T ) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ïëàíêà.Èíîãäà èñïîëüçóþò �óíêöèþ Ïëàíêà, çàâèñÿùóþ îò äëèíûâîëíû:

B∗
λ(T ) = Bc/λ(T )

c

λ2
=

2hc2

λ5

1

ehc/(λkBT ) − 1
.Äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü ïîÿâèëñÿ èç-çà ñâÿçè äè��åðåíöèà-ëîâ ÷àñòîòû è äëèíû âîëíû. Ïðåäåëüíàÿ �îðìà �ýëåÿ�Äæèíñàýòîé �óíêöèè

B∗
λ(T ) ∼ 2c

λ4
kBT,òàê ÷òî èíòåíñèâíîñòü íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ïðîïîðöèîíàëüíà òåì-ïåðàòóðå. Ïîýòîìó â ðàäèîàñòðîíîìèè íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû âû-ðàæàþò â òåìïåðàòóðíîé øêàëå.265



�ðà�èêè �óíêöèé Ïëàíêà äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû
T = T5 · 105 Ê ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 16. ×àñòîòà óêàçàíà â åäè-íèöàõ 1015 �ö (ν∗ = ν · 10−15), äëèíà âîëíû � â �A.à á
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ν∗ λ�èñ. 16. Ôóíêöèè Ïëàíêà Bν(T ) (à) è B∗

λ(T ) (á).Ôóíêöèÿ Ïëàíêà Bν(T ) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà÷àñòîòå νmax, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì hνmax
kBT = 2.821439372122.Ìàêñèìóì �óíêöèè B∗

λ(T ) äîñòèãàåòñÿ ïðè äëèíå âîëíû, äëÿ êî-òîðîé hλmax
ckBT = 4.965114231744. Íåñîîòâåòñòâèå νmax è λmax îáúÿñ-íÿåòñÿ òåì, ÷òî ýòî ìàêñèìóìû ðàçëè÷íûõ �óíêöèé. Êàê âèäíî èçðèñóíêîâ, ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû ÷àñòîòíàÿ �óíêöèÿ ñòà-íîâèòñÿ âûøå è øèðå, äëèííîâîëíîâàÿ � òàêæå âîçðàñòàåò, íîïðè ýòîì ñóæàåòñÿ è ïðèëåãàåò ê îñè îðäèíàò. ×àñòîòà è äëèíàâîëíû òî÷êè, ðàçäåëÿþùåé ïëîùàäü ïîä îáåèìè ïëàíêîâñêèìèêðèâûìè íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, îïðåäåëÿþòñÿ îäíèì ÷èñëîì:

hν1/2

kBT =
hc

λ1/2kBT = 3.503018826.Èíòåãðàë ïî íàïðàâëåíèÿì èçëó÷åíèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû åäèíè÷-íîé ïëîùàäêè
Hν =

2π∫

0

dφ

π/2∫

0

cos θ sin θdθIνíàçûâàåòñÿ ïîòîêîì ëó÷èñòîé ýíåðãèè (òî÷íåå, ýòî îñâåùåííîñòüèëè ïîòîê âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ). Äëÿ èçîòðîïíîãî èçëó÷åíèÿ, êà-266



êîâûì ÿâëÿåòñÿ ÷åðíîòåëüíîå, Hν = πIν = πBν(T ). Ïîëíûé ïîòîêâî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò ðàâåí H = (πc/4π)aT 4. Èìåííî ýòîò çà-êîí è îòêðûë Ñòå�àí, íàáëþäàâøèé èçëó÷åíèå àáñîëþòíî ÷åðíîãîòåëà. Çàêîí íîñèò èìåíà Ñòå�àíà è Áîëüöìàíà, òàê êàê âòîðîé èçíèõ äàë ïðàâèëüíóþ òåîðåòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ çàêîíà. Ïîñòî-ÿííàÿ ca/4 = 5.669 · 10−5ýðã/(ñ · ñì2Ê4) = 5.669 · 10−8Äæ/(ñ ·ì2Ê4).Îáðàòèìñÿ ê äðóãèì âåëè÷èíàì. Êîíöåíòðàöèÿ �îòîíîâ â ðàâ-íîâåñèè
n =

8π

h3

∞∫

0

p2dp

ecp/(kBT ) − 1
=

8π

h3

(
kBT
c

)3 ∞∫

0

z2dz

ez − 1
.Èíòåãðàëüíûé ìíîæèòåëü Γ(3)ζ(3) = 2 · 1.20205690 íå âûðàæàåò-ñÿ ÷åðåç èçâåñòíûå êîíñòàíòû. Â öåëîì êîíñòàíòà ïåðåä T 3 ðàâíà

202.4 ñì−3Ê−3.Êàê ÿâñòâóåò èç ïîëó÷åííûõ �îðìóë, ïðè T → 0 âñå èíòåãðàëü-íûå âåëè÷èíû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, è ÷èñëî �îòîíîâîáðàùàåòñÿ â íóëü, ÷òî íå íàõîäèò ñîîòâåòñòâèÿ ñ áîçîíàìè ñ íåíó-ëåâîé ìàññîé ïîêîÿ. Äåëî â òîì, ÷òî �îòîí íå ìîæåò îñòàíîâèòüñÿ,à äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Ïðè îòáîðå ýíåðãèè ó �îòîííîãî ãà-çà ïðîèñõîäèò ïîãëîùåíèå �îòîíîâ, è ïðè T = 0 îíè ïîãëîùàþòñÿâñå. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýíòðîïèÿ �îòîííîãî ãàçà S =
4

3
aT 3V èòîæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè T → 0 â ñîãëàñèè ñ òðåòüèì íà÷à-ëîì òåðìîäèíàìèêè. Îòíîøåíèå ïëîòíîñòè ýíòðîïèè ê êîíöåíòðà-öèè �îòîíîâ ðàâíî 3.6016kB. Òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå

Cv = 3S.
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�ëàâà V. Ýëåìåíòû êèíåòè÷åñêîé òåîðèè� 1. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîé ãëàâå áóäóò èçëîæåíûýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ èç êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ. Ìû îãðà-íè÷èìñÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèåé è îïèñàíèåì óïðóãèõ ñòîëêíî-âåíèé. Â ðàìêàõ ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé äàäèì ýâðèñòè÷åñêèé âûâîäóðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà è èçó÷èì åãî ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.Îñíîâíûìè âåëè÷èíàìè, ñ êîòîðûìè îïåðèðóåò êèíåòè÷åñêàÿòåîðèÿ, ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (Ô�), òî÷íåå, îäíî÷à-ñòè÷íûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ðàâíîâåñíîé ñòàòè-ñòè÷åñêîé �èçèêè â êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ýòè �óíêöèè çàâèñÿò îòâðåìåíè. Êèíåòèêà îïèñûâàåò ýâîëþöèþ Ô� ñî âðåìåíåì.�àç ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñìåñü èç íåñêîëüêèõ ñîðòîâ ÷à-ñòèö. Äëÿ êàæäîãî ñîðòà íåîáõîäèìî ââåñòè ñâîþ Ô�. Ñîðòà ÷àñòèöáóäåì íóìåðîâàòü áóêâàìè a, a1 è ò. ä. è âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùè-åñÿ ê îïðåäåëåííîìó ñîðòó, îòìå÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷êîì.Íàïðèìåð, ìàññû ÷àñòèö ma, ma1
, ... Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷à-ñòèö ñîðòà a îáîçíà÷èì fa(p, r, t), ãäå, êàê îáû÷íî, p � èìïóëüñ,

r � ðàäèóñ-âåêòîð, t � âðåìÿ. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè êèíåòè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé èíîãäà áóäåì ïðèìåíÿòü êîðîòêîå îáîçíà÷åíèå Ô�
fa(p). Äëÿ ðàçëè÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñìåñè÷àñòî ïðèõîäèòñÿ îòìå÷àòü èíäåêñàìè íå òîëüêî �óíêöèè, íî è èõèìïóëüñíûå àðãóìåíòû, ò. å. ïèñàòü fa(pa).Êàê è â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãàç êëàñ-ñè÷åñêèé, íî â òî æå âðåìÿ ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òðåáîâàíèåêâàíòîâîé ìåõàíèêè î âåëè÷èíå îáúåìà, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà îäíî ñî-ñòîÿíèå, h3/ga, ãäå ga � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ÷àñòèö ñîðòà a. Ýòîòðåáîâàíèå ïîçâîëÿåò ñîñòàâèòü îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà,ó÷èòûâàþùåå îáìåííûå ý��åêòû, äëÿ ÷åãî íàðÿäó ñ Ô� èñïîëü-çóåòñÿ åùå îäíà âåëè÷èíà � ñðåäíåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé,êîòîðîå ðàâíî h3

ga
fa(p, r, t). Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ÷àñòèö ñòàòèñòè÷å-ñêèé âåñ òàê ïðîñòî íå ââåñòè � îí äîëæåí îòðàæàòü âíóòðåííþþñòðóêòóðó àòîìà èëè ìîëåêóëû, íî ýòà ñòðóêòóðà íå ñóùåñòâåííàïðè óïðóãèõ âçàèìîäåéñòâèÿõ.Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàíû óñëîâèåì

∫

fa(p, r, t)d3p = na(r, t),268



ãäå na(r, t) � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ñîðòà a. Èíòåãðàë ïî îáúåìó,çàíèìàåìîìó ãàçîì, äàåò ïîëíîå ÷èñëî òàêèõ ÷àñòèö:
∫

na(r, t)d3r =

∫

fa(p, r, t)d3pd3r = Na(t).Â ýòîì ïàðàãðà�å äâóìÿ ñïîñîáàìè âûâåäåì óðàâíåíèå Áîëüö-ìàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷àñòèöû íå âçàèìîäåéñòâóþò, ò. å. ãàç èäå-àëüíûé. Çäåñü è äàëåå èçëîæåíèå áëèçêî ê îñóùåñòâëåííîìó â êíè-ãå [29℄.2. Ïåðâûé ñïîñîá âûâîäà óðàâíåíèÿ. Ïóñòü ÷àñòèöû äðóãñ äðóãîì íå âçàèìîäåéñòâóþò, à äâèæóòñÿ ïî èíåðöèè èëè ïîä âëè-ÿíèåì êàêîãî-íèáóäü âíåøíåãî ïîëÿ. Òàêîå ñîñòîÿíèå ãàçà íàçûâà-åòñÿ ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíûì òå÷åíèåì.Çà�èêñèðóåì ìîìåíò âðåìåíè t è òî÷êó ïðîñòðàíñòâà r. �àñ-ñìîòðèì ÷àñòèöû ñîðòà a ñ èìïóëüñîì pa. Èõ ñêîðîñòü va = pa/ma.Ïóñòü íà ýòè ÷àñòèöû äåéñòâóåò âíåøíåå ïîëå ñ ñèëîé Fa. Â óêà-çàííûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû èìåþò Ô� fa(pa, r, t). Â ýëåìåíòå�àçîâîãî îáúåìà òàêèõ ÷àñòèö fa(pa, r, t)d
3pad3r. Ïîñìîòðèì, ÷òîïðîèçîéäåò ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt.Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â�îðìå

va =
pa

ma
,

dpa

dt
= Fa.Â ìîìåíò t+ dt êîîðäèíàòû è èìïóëüñ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñòèö

r + vadt, pa + Fadt.Çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè èçìåíåíèåì �àçîâîãî îáúåìà ìîæ-íî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê îíî ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èìååòâòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî dt. ×èñëî æå ÷àñòèö â ýòîì �àçîâîìîáúåìå íå èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü
fa(pa, r, t)d

3pad3r = fa(pa + Fadt, r + vadt, t+ dt)d3pad3r.Ñîêðàòèâ íà ýëåìåíò îáúåìà è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè dt → 0, ïî-ëó÷èì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîãî òå÷åíèÿ
∂fa

∂t
+ va∇rfa + Fa∇pa

fa = 0. (1)269



Çäåñü íàðÿäó ñ ãðàäèåíòîì ïî êîîðäèíàòàì âû÷èñëÿåòñÿ è ãðàäè-åíò ïî ñîñòàâëÿþùèì èìïóëüñà. Ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ îò Ô� ïî âðåìåíè.Âòîðîé âûâîä óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà àíà-ëîãè÷åí âûâîäó óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.3. Âòîðîé ñïîñîá âûâîäà óðàâíåíèÿ. Òàê êàê ÷àñòèöûíå èñ÷åçàþò è íå ðîæäàþòñÿ, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèåíåðàçðûâíîñòè
∂fa

∂t
+ ∇r(fava) + ∇pa

(

fa
dpa

dt

)

= 0.�àñêðûâ ïðîèçâîäíûå îò ïðîèçâåäåíèé è âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåä-ñòâèÿìè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (ðàâåíñòâîì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,âçÿòûõ â ðàçíîì ïîðÿäêå), ïðèäåì ê òîìó æå óðàâíåíèþ (1).Åñëè ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò, òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ áó-äåò îòëè÷íà îò íóëÿ.� 2. Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà1. Ïðåäïîëîæåíèÿ. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðè-âîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèö ÷àñòü èç íèõ ìåíÿåòñâîå íàïðàâëåíèå (à âîîáùå ãîâîðÿ, è ýíåðãèþ), ò. å. èñõîäíûé èì-ïóëüñ pa. Íàïðîòèâ, ÷àñòèöû ñ äðóãèìè èìïóëüñàìè â ðåçóëüòàòåñòîëêíîâåíèÿ ìîãóò ïðèîáðåñòè èìïóëüñ pa. Áàëàíñ ìåæäó ýòèìèïðîöåññàìè ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ Ô�, òàê ÷òî êèíåòè÷åñêîå óðàâ-íåíèå ïðèíèìàåò áîëåå ñëîæíûé âèä, ÷åì â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ãàçà.Â ïðàâîé ÷àñòè ïîÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå, ó÷èòûâàþùåå âëèÿíèå âçà-èìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö:
∂fa(pa,r,t)

∂t
+va∇rfa(pa,r,t)+Fa∇pa

fa(pa,r,t)=

(
∂fa(pa,r,t)

∂t

)

c

. (2)Çäåñü èíäåêñ ¾c¿ îçíà÷àåò ollisions � ñòîëêíîâåíèÿ.Êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå, ìû âûâåäåì êèíåòè÷åñêîå óðàâíå-íèå Áîëüöìàíà ýâðèñòè÷åñêè, ïðèìåðíî òàê æå, êàê åãî âûâåë ñàìË.Áîëüöìàí â 1872 ã. Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îòîáû÷íûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè, êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-íî èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âðåìåíè. Ïðè ïîâîðîòå îòñ÷åòà âðåìåíè÷àñòèöû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ïðîñòî íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ â îá-ðàòíîì íàïðàâëåíèè. Îáðàòèìû è óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.270



Îäíàêî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà îáëàäàåò òàêèì ñâîé-ñòâîì, ÷òî ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè Ô� ýâîëþöèîíè-ðóåò â îäíîì íàïðàâëåíèè � ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, è,ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óðàâíåíèå íå îáðàòèìî âî âðåìåíè. Óêàçàííîåîáñòîÿòåëüñòâî äîëãîå âðåìÿ âûçûâàëî ó �èçèêîâ ñîìíåíèÿ â âåð-íîñòè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, õîòÿ Áîëüöìàí áûë óâåðåí â åãîñïðàâåäëèâîñòè.Òîëüêî â ñîðîêîâûå ãîäû äâàäöàòîãî âåêà âîïðîñ áûë âûÿñ-íåí. Í.Í.Áîãîëþáîâ è äðóãèå �èçèêè (ìåòîä Áîãîëþáîâà�Áîðíà��ðèíà�Êèðêâóäà�Èâîíà) âûâåëè êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå èç óðàâ-íåíèÿ Ëèóâèëëÿ (èçëîæåíèå ñì., íàïðèìåð, â êíèãå [29℄). Ïðè ýòîìäëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî áûëî ìîìåíò, â êîòîðûé çà-äàâàëîñü íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, óñòðåìèòü â áåñêîíå÷íîå ïðî-øëîå, ÷òî è ïðèâîäèëî ê íåîáðàòèìîñòè âðåìåíè. Îäíîâðåìåííîäåäóêòèâíûé âûâîä óðàâíåíèÿ ïîçâîëèë îïðåäåëèòü óñëîâèÿ åãîïðèìåíèìîñòè, à òàêæå ïîëó÷àòü êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îïèñû-âàþùèå áîëåå îáùèå ñëó÷àè.Ñ�îðìóëèðóåì ïðåäïîëîæåíèÿ, ëåæàùèå â îñíîâå óðàâíåíèÿÁîëüöìàíà, õîòÿ íå âñå èç íèõ áóäóò �èãóðèðîâàòü ïðè âûâîäåÿâíî. �ëàâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóþùèå.1) Ñóùåñòâåííû òîëüêî ïàðíûå ñòîëêíîâåíèÿ, ò. å. ãàç äîñòà-òî÷íî ðàçðåæåííûé.2) Óðàâíåíèå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ îäíî÷àñòè÷íîé Ô�; íå ó÷è-òûâàþòñÿ êîððåëÿöèè àðãóìåíòîâ (êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ) ÷àñòè-öû ñ àðãóìåíòàìè äðóãèõ ÷àñòèö (ãèïîòåçà ìîëåêóëÿðíîãî õàîñà).3) Ìàñøòàáû èçìåíåíèÿ Ô� âî âðåìåíè è â ïðîñòðàíñòâå íà-ìíîãî áîëüøå, ÷åì ìàñøòàáû ïàðàìåòðîâ ñòîëêíîâåíèé (âðåìåíè èîáúåìà âçàèìîäåéñòâèÿ).Ìû ïðèìåì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íå ñòîëü ñóùåñòâåííûå,íî óïðîùàþùèå âûâîä è âèä óðàâíåíèÿ.4) �àññìàòðèâàåì òîëüêî óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ.5) Îãðàíè÷èâàåìñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèì ïðèáëèæåíèåì.6) Ñ÷èòàåì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêè ñèì-ìåòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì.Òîãäà ñòîëêíîâèòåëüíîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ(2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû ïî ñîðòàì ÷àñòèö:
(
∂fa

∂t

)

c

=
∑

a1

Ia a1
,271



ãäå Ia a1
� èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, îïèñûâàþùèé èçìåíåíèå Ô�÷àñòèö ñîðòà a çà ñ÷åò ñòîëêíîâåíèé èõ ñ ÷àñòèöàìè ñîðòà a1 (â÷àñòíîñòè, âîçìîæíî, ÷òî a1 = a).Ïðèâåäåì îñíîâíûå �îðìóëû, îïèñûâàþùèå ýëåìåíòàðíûé àêòñòîëêíîâåíèÿ, ïîäðîáíî ðàññìîòðåííûé â ãëàâå IX êâàíòîâîé ìå-õàíèêè.2. Ñòîëêíîâåíèå. Ïóñòü óïðóãî ñòàëêèâàþòñÿ äâå ÷àñòèöûñîðòîâ a è a1. Èõ èìïóëüñû äî ñòîëêíîâåíèÿ pa, pa1

, à ïîñëå ñòîëê-íîâåíèÿ � p ′
a, p

′
a1
. Âûïîëíÿþòñÿ ÷åòûðå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ: âåê-òîðíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñîâ è ñêàëÿðíûé � ñîõðàíåíèÿýíåðãèè. Çàïèøåì èõ â âèäå

pa = maVa a1
−ma a1

va a1
p ′

a = maVa a1
−ma a1

va a1
n,

pa1
= ma1

Va a1
+ma a1

va a1
p ′

a1
= ma1

Va a1
+ma a1

va a1
n.

(3)Çäåñü
Va a1

=
pa + pa1

ma +ma1� ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ äâóõ ÷àñòèö,
va a1

=
pa1

ma1

− pa

ma
, va a1

= |va a1
|,� îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü, à

ma a1
=

mama1

ma +ma1� ïðèâåäåííàÿ ìàññà.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, î êîòîðûõ ãîâîðè-ëîñü âûøå, âûïîëíÿþòñÿ. Óïðóãîñòü ñòîëêíîâåíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ âòîì, ÷òî îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè ÷àñòèö äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿïî âåëè÷èíå ñîâïàäàþò.Ïîñêîëüêó äâà âåêòîðà èìïóëüñîâ ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿèìåþò øåñòü ñîñòàâëÿþùèõ, à çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ òîëüêî ÷åòûðå,äâå âåëè÷èíû îñòàþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè, ò. å. íå âûðàæàþòñÿ ÷å-ðåç èìïóëüñû ÷àñòèö äî ñòîëêíîâåíèÿ. Ýòè äâå âåëè÷èíû ìîæíîçàäàâàòü ïðîèçâîëüíî. Êàê îáû÷íî, ïðèìåì, ÷òî çàäàíû äâà óã-ëà, îïðåäåëÿþùèå åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíîéñêîðîñòè ðàçëåòà ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ
n, |n| = 1. 272



3. Âûâîä èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé. Âûâåäåì åãî ïðèìåíè-òåëüíî ê êëàññè÷åñêèì ÷àñòèöàì.Èíòåãðàë, îïèñûâàþùèé èçìåíåíèå Ô� ÷àñòèö ñîðòà a ñ èì-ïóëüñîì pa â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè r â ìîìåíò t âñëåä-ñòâèå ñòîëêíîâåíèé ñ ÷àñòèöàìè ñîðòà a1, ïðåäñòàâëÿåò ðàçíîñòüäâóõ âåëè÷èí
Ia a1

= ∆+
a a1

− ∆−
a a1

.Áóäåì íàçûâàòü ýòè ñëàãàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ïðèõîäíûì è óõîä-íûì ñëàãàåìûìè.Çà�èêñèðóåì ýëåìåíò �àçîâîãî îáúåìà îêîëî âûáðàííîé òî÷êè�àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò â èíòåðâàëåâðåìåíè îò t äî t+ dt. Íà÷íåì ñ óõîäíîãî ñëàãàåìîãî.Ïóñòü ÷àñòèöû ñîðòà a1 ñ èìïóëüñîì pa1
íàëåòàþò íà ÷àñòèöóñîðòà a ñ ïðèöåëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè îò b äî b + db ïîä óãëàìè êíåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ â ïðèöåëüíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿð-íîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè va a1

, â èíòåðâàëå îò ε äî ε+dε. ×èñëîòàêèõ ÷àñòèö, ñòîëêíóâøèõñÿ ñ âûäåëåííîé ÷àñòèöåé a çà âðåìÿ dt,ðàâíî
fa1

(pa1
, r, t)va a1

bdbdεdt.×èñëî ÷àñòèö ñîðòà a, èñïûòàâøèõ òàêèå ñòîëêíîâåíèÿ, ñîñòàâëÿåò
fa(pa, r, t)d

3pad3r.Âñåãî â ýëåìåíòå d3pad3r çà âðåìÿ dt ïðîèçîéäåò
∆−

a a1
d3pad3rdt=fa(pa, r, t)d

3pad
3rdt

∫

d3pa1
fa1

(pa1
, r, t)va a1

bdbdε(4)ñòîëêíîâåíèé, óâîäÿùèõ ÷àñòèöó a èç ýòîãî ýëåìåíòà. Ïÿòèêðàò-íûé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî äâóì ïàðàìåòðàì ñòîëêíîâåíèé è ïî èì-ïóëüñàì íàëåòàþùèõ ÷àñòèö.Àíàëîãè÷íî ïðèõîäíîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå îïèñûâàåò óâåëè÷å-íèå ÷èñëà ÷àñòèö ñîðòà a â ðåçóëüòàòå îáðàòíîãî ñòîëêíîâåíèÿ, èìå-åò âèä
∆+

a a1
d3pad3rdt=d3rdt

∫

fa(p ′
a, r, t)d

3p′ad3p′a1
fa1

(p ′
a1
, r, t)v′a a1

b′db′dε′.(5)Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èíòåãðàëû â ýòîì ñëàãàåìîì áåðóòñÿ íå ïî òåìïåðåìåííûì, ÷òî â (4), âûðàæåíèå (5) ïðèâîäèòñÿ ê òîìó æå âèäó.273



Çàìåòèì, ÷òî ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (3) ðàâåí 1, òàê ÷òî
d3p′ad3p′a1

= d3pad
3pa1

.Äàëåå, êàê óæå ó÷òåíî â ðàâåíñòâàõ (3), îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòüäî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ îäíà è òà æå. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ðàäè-àëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðàìåòðû ñòîëêíîâåíèÿ äî è ïîñëå íåãîñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ó b′, v′a a1
è ó âñåõ äè��åðåíöèàëîâ ïå-ðåìåííûõ ìîæíî îòáðîñèòü øòðèõè. Ïîýòîìó

∆+
a a1

d3pad3rdt=d3pad3rdt

∫

fa(p ′
a, r, t)d

3pa1
fa1

(p ′
a1
, r, t)va a1

bdbdε.Îáúåäèíÿÿ äâà ñëàãàåìûõ è ñîêðàùàÿ íà ýëåìåíò �àçîâîãîîáúåìà, ïîëó÷àåì
Ia a1

=

∫

d3pa1
va a1

bdbdε×

× {fa(p
′
a, r, t)fa1

(p′
a1
, r, t) − fa(pa, r, t)fa1

(pa1
, r, t)}. (6)Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé â îáùåì ñëó÷àå ñîäåðæèò ïÿòèêðàòíîåèíòåãðèðîâàíèå. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî íàéòè çàâèñèìîñòü èìïóëü-ñîâ ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ îò ïðèöåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ b (îò εïðè ðàäèàëüíîì âçàèìîäåéñòâèè íè÷åãî íå çàâèñèò). ×òîáû îáîéòèýòó ïðîöåäóðó, èíòåãðàëó (6) ìîæíî ïðèäàòü äðóãîé âèä.4. Äðóãàÿ �îðìà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé. Ïåðåéäåì îòïåðåìåííûõ b, ε ê ïîëÿðíûì óãëàì θ, φ, îïðåäåëÿþùèì åäèíè÷íûéâåêòîð n. Ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà îáîçíà÷èì d2n = sin θdθdφ. Âå-ëè÷èíà

σa a1
(n) =

b

sin θ

D(b, ε)

D(θ, φ)
=

b

sin θ

db

dθ
(7)åñòü äè��åðåíöèàëüíîå ý��åêòèâíîå ñå÷åíèå ñòîëêíîâåíèÿ, îïðå-äåëåíèå è ìåòîäû íàõîæäåíèÿ êîòîðîãî îáñóæäàëèñü â ïîñëåä-íåé (IX) ãëàâå êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó-÷àå ðàäèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñå÷åíèå, êàê ïîêàçàíî â òîé ãëàâå,çàâèñèò òîëüêî îò óãëà ðàññåÿíèÿ θ, ÷òî è ó÷òåíî âî âòîðîì ðàâåí-ñòâå (7).Ïðîèçâåäÿ ïåðåõîä îò êëàññè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâà-íèÿ b è ε ê ñ�åðè÷åñêèì óãëàì, ìîæåì çàïèñàòü èíòåãðàë ñòîëêíî-âåíèé â âèäå

Ia a1
=

∫

d3pa1
va a1

σa a1
(n)d2n×274



× {fa(p ′
a, r, t)fa1

(p ′
a1
, r, t) − fa(pa, r, t)fa1

(pa1
, r, t)}. (8)Ïîëó÷åííàÿ �îðìà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé ïðåäïî÷òèòåëüíåéïåðâîé ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, èíòåãðèðîâàíèå ïðèçâîäèò-ñÿ ïî òåì ïåðåìåííûì, îò êîòîðûõ çàâèñÿò èìïóëüñû � àðãóìåíòû�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ � ñîãëàñíî �îðìóëàì (3). Âî-âòîðûõ, ýòà�îðìà äîïóñêàåò ïåðåíåñåíèå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé, âûâåäåííî-ãî èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, íà ñòîëêíîâåíèÿêâàíòîâûõ ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ òîëüêî èñïîëüçîâàòü êâàí-òîâîìåõàíè÷åñêîå ñå÷åíèå. Îá îáìåííûõ ý��åêòàõ ñêàæåì íèæå.×àñòî èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé çàïèñûâàþò êîðî÷å, íå óêàçûâàÿàðãóìåíòîâ Ô�. Âìåñòî ñòîÿùåé â �èãóðíûõ ñêîáêàõ êîìáèíàöèèïèøóò fa(p ′

a)fa1
(p ′

a1
) − fa(pa)fa1

(pa1
), èëè åùå êîðî÷å f ′f ′

1 − ff1,ãäå øòðèõ îçíà÷àåò íå ïðîèçâîäíóþ, à óêàçûâàåò íà èìïóëüñ êàêàðãóìåíò Ô�. Ñîêðàùåíû è îáîçíà÷åíèÿ ñîðòîâ ÷àñòèö.� 3. �àâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿÏîêàæåì, ÷òî èç óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíûðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö.Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû âíåøíåå ïîëå îòñóòñòâóåò, òàê ÷òî ãàç îä-íîðîäåí. Òîãäà â ðàâíîâåñèè Ô� íå çàâèñèò îò âðåìåíè è îò êî-îðäèíàò, è ëåâàÿ ÷àñòü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (8) îáðàùàåòñÿ âíóëü. Çíà÷èò, è èíòåãðàëû ñòîëêíîâåíèé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-íèÿ òîæå ðàâíû íóëþ. Òàê êàê ýòè èíòåãðàëû íåçàâèñèìû, à Ô�íåïðåðûâíû, òî f ′
af

′
a1

= fafa1
èëè

ln fa(p ′
a) + ln fa1

(p ′
a1

) = ln fa(pa) + ln fa1
(pa1

), (9)ïðè÷åì Ô� çäåñü äåéñòâèòåëüíî çàâèñÿò òîëüêî îò èìïóëüñîâ.�àâåíñòâî (9) îçíà÷àåò, ÷òî ëîãàðè�ì Ô� ÿâëÿåòñÿ àääèòèâ-íûì èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèÿ è äîëæåí âûðàæàòüñÿ ëèíåéíûìîáðàçîì ÷åðåç íåçàâèñèìûå àääèòèâíûå èíòåãðàëû ñòîëêíîâåíèÿ.Òàêèõ èíòåãðàëîâ ÷åòûðå è ïîýòîìó
ln fa(pa) = αa + β

p2
a

2ma
+ γpa, (10)ãäå β è γ � ñêàëÿðíàÿ è âåêòîðíàÿ êîíñòàíòû, îäèíàêîâûå äëÿ âñåõñîðòîâ ÷àñòèö. 275



Èíà÷å ðàñïðåäåëåíèå (10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
fa(pa) =

na

(2πmakBT )3/2
exp

(

− (pa −mav0)
2

2makBT )

. (11)Ïðèðàâíÿâ ëîãàðè�ìû ðàñïðåäåëåíèÿ, óñòàíîâèì ñâÿçè ìåæäó äâó-ìÿ íàáîðàìè ïàðàìåòðîâ:
αa = ln

na

(2πmakBT )3/2
− mav

2
0

2kBT , β = − 1

kBT , γ =
v0

kBT .Â (11), êàê è â (10), èìååòñÿ ïÿòü ïàðàìåòðîâ, íî åñëè â (10)ïàðàìåòðû íîñèëè �îðìàëüíûé õàðàêòåð, òî â (11) îíè èìåþò ÿñ-íûé �èçè÷åñêèé ñìûñë. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
na � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ñîðòà a, v0 � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçàêàê öåëîãî: ∫

fa(pa)d3pa = na,

∫

pafa(pa)d3pa = namav0,à T � îáùàÿ òåìïåðàòóðà âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ ñìåñè, îïðåäåëÿåìàÿ÷åðåç ñðåäíåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:∫
p2

a

2ma
fa(pa)d3pa =

3

2
nakBT.Òàêèì îáðàçîì, èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ðàâ-íîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà.� 4. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé1. Êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ. Ïóñòü ñîðòà ÷àñòèö a è a1ðàçíûå. Ïðåîáðàçóåì óõîäíîå ñëàãàåìîå, â êîòîðîì îïðåäåëÿåìàÿóðàâíåíèåì Ô� fa íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ è ìî-æåò áûòü âûíåñåíà èç-ïîä èíòåãðàëà. Â èíòåãðàëå ñå÷åíèå ðàññåÿ-íèÿ ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî íàïðàâëåíèÿì, â ðåçóëüòàòå ÷åãîïîëó÷èòñÿ ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. Çàòåì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿòåîðåìîé î ñðåäíåì çíà÷åíèè èíòåãðàëà è âûíåñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå

va a1
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè va a1

:
∫

d3pa1
va a1

σa a1
(n)d2nfa1

(pa1
, r, t) = va a1

∫

d3pa1
σ0

a a1
fa1

(pa1
, r, t).Ïîëó÷èâøèéñÿ èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñå÷åíèå, óñðåäíåííîå ïî ëî-êàëüíîé Ô� fa1

: va a1
na1

σa a1
. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ �îòîíîâ ñðåäíÿÿ276



ñêîðîñòü ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà. Ïðîèçâåäåíèå na1
σa a1

íàçûâàåòñÿêîý��èöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ.2. Îïðåäåëåíèå �óíêöèîíàëîâ. Çàïèøåì èíòåãðàë ñòîëê-íîâåíèé Áîëüöìàíà, ÿâíî óêàçàâ åãî çàâèñèìîñòü îò èìïóëüñà ÷à-ñòèö:
Ia a1

(pa)=

∫

d3pa1
va a1

σa a1
(n)d2n{fa(p

′
a)fa1

(p ′
a1

)−fa(pa)fa1
(pa1

}.Êîìáèíàöèÿ Ô� â �èãóðíûõ ñêîáêàõ áóäåò âñå âðåìÿ ïîâòîðÿòüñÿ,òàê ÷òî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óïîìÿíóòîå âûøå êðàòêîå îáîçíà-÷åíèå.Ïóñòü ϕa(pa) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ñîðòà ÷à-ñòèö. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ èíòåãðàëà ïî èìïóëüñó
Jϕ

a a1
=

∫

d3paϕa(pa)Ia a1
(pa) =

=

∫

d3pad
3pa1

va a1
σa a1

(n)d2n{f ′f ′
1−ff1}ϕa(pa). (12)3. Ñèììåòðèçàöèÿ ïî èìïóëüñàì. Â èíòåãðàëå (12) ïîìåíÿ-åì øòðèõîâàííûå è íåøòðèõîâàííûå èíäåêñû. Âñå âåëè÷èíû, âõî-äÿùèå â ýòîò èíòåãðàë, êðîìå �óíêöèè ϕa è âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ,ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òàêîé çàìåíû. Ôóíêöèÿ ïåðåìåíèò àð-ãóìåíò íà øòðèõîâàííûé, à êîìáèíàöèÿ Ô� â �èãóðíûõ ñêîáêàõèçìåíèò çíàê. Çàòåì ïðèðàâíÿåì ýòîò èíòåãðàë ïîëóñóììå äâóõ åãîâûðàæåíèé. Ïîëó÷èì

Jϕ
a a1

= −
∫

d3pa

∫

d3pa1
va a1

σa a1
(n)d2n{f ′f ′

1 − ff1}ϕa(p ′
a) =

=
1

2

∫

d3pad
3pa1

va a1
σa a1

(n)d2n{f ′f ′
1 − ff1}[ϕa(pa) − ϕa(p ′

a)].Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî åñëè ϕa = 1 èëè ϕa = ma, òî
Jϕ

a a1
= 0.4. Ñèììåòðèçàöèÿ ïî ñîðòàì ÷àñòèö. Ïîìåíÿåì ñîðòà ÷à-ñòèö a è a1 â âûðàæåíèè (12), à çàòåì ïðîäåëàåì òàêóþ æå ñèììåò-ðèçàöèþ ïî èìïóëüñàì, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå:
Jϕ

a1 a =

∫

d3pad
3pa1

va a1
σa a1

(n)d2n{f ′f ′
1 − ff1}ϕa1

(pa1
) =277



= −
∫

d3pa

∫

d3pa1
va a1

σa a1
(n)d2n{f ′f ′

1 − ff1}ϕa1
(p ′

a1
) =

=
1

2

∫

d3pad
3pa1

va a1
σa a1

(n)d2n{f ′f ′
1−ff1}[ϕa1

(pa1
)−ϕa1

(p ′
a1

)].5. Ñóììà ñèììåòðèçîâàííûõ �óíêöèîíàëîâ. Ïîëó÷èìñóììó èíòåãðàëîâ ñ ïðÿìûì è îáðàòíûì ïîðÿäêîì èíäåêñîâ:
Jϕ

a a1
+ Jϕ

a1 a =
1

2

∫

d3pad3pa1
va a1

σa a1
(n)d2n×

× {f ′f ′
1 − ff1}[ϕa(pa) + ϕa1

(pa1
) − ϕa1

(p ′
a) − ϕa1

(p ′
a1

)]. (13)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ìîæíî îïóñòèòüîäíî èç ñëàãàåìûõ â �èãóðíûõ ñêîáêàõ è îäíîâðåìåííî óáðàòü 1/2ïåðåä èíòåãðàëîì.6. Îáðàùåíèå ñóììû �óíêöèîíàëîâ â íóëü. Åñëè �óíê-öèÿ ϕa � îäíà èç ÷åòûðåõ ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí (îäíà èç ñîñòàâ-ëÿþùèõ èìïóëüñà pax, pay, paz èëè ýíåðãèÿ p2
a/(2ma)), òî ñóììà (13)â ñèëó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü.� 5. H-òåîðåìà ÁîëüöìàíàÏóñòü âíåøíåå ïîëå îòñóòñòâóåò è ÷àñòèöû ðàñïðåäåëåíû îä-íîðîäíî. Òîãäà êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå âûãëÿäèò òàê:

∂fa(pa, t)

∂t
=
∑

a1

Ia, a1
(pa) =

∑

a1

∫

d3pa1
va a1

σa a1
d2n{f ′f ′

1 − ff1}.Ñëåäóÿ Áîëüöìàíó, ââåäåì òàê íàçûâàåìóþ H-�óíêöèþ
H(t) =

∑

a

∫

d3pafa(pa, t) ln fa(pa, t).Ýòà �óíêöèÿ îïðåäåëÿåò ýíòðîïèþ ãàçà S = −kBVH(t), ãäå V �îáúåì, çàíèìàåìûé ãàçîì.Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò H-�óíêöèè:
dH(t)

dt
=
∑

a

∫

d3pa[1 + ln fa(pa, t)]
∂fa(pa, t)

∂t
.278



Ïîäñòàâèâ ñþäà ïðîèçâîäíóþ îò Ô� èç óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ïî-ëó÷èì ñóììó èíòåãðàëîâ âèäà (12):
dH(t)

dt
=
∑

a,a1

∫

d3pa[1 + ln fa(pa)]Ia a1
(pa) =

∑

a,a1

J1+ln fa
a,a1

. (14)Èñïîëüçîâàâ ñèììåòðè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ òàêîé ñóììû, ïðå-îáðàçóåì ïðîèçâîäíóþ (14):
dH(t)

dt
=

1

4

∑

a,a1

∫

d3pad3pa1
va a1

σa a1
(n)d2n{f ′f ′

1 − ff1}×

×[1+lnfa(pa, t)+1+lnfa1
(pa1

, t)−1−lnfa(p ′
a, t)−1−lnfa1

(p ′
a1
, t)].Çäåñü åäèíèöû ñîêðàùàþòñÿ, à ëîãàðè�ìû îáúåäèíÿþòñÿ â ëîãà-ðè�ì ÷àñòíîãî îò ïðîèçâåäåíèé äâóõ ïàð Ô�:

dH(t)

dt
=

1

4

∑

a,a1

∫

d3pad3pa1
va a1

σa a1
(n)d2n{f ′f ′

1 − ff1} ln
fafa1

f ′
af

′
a1

.Âûíåñåì ïðîèçâåäåíèå øòðèõîâàííûõ Ô� èç �èãóðíûõ ñêîáîê. Òî-ãäà
dH(t)

dt
=

1

4

∑

a,a1

∫

d3pad3pa1
va a1

σa a1
(n)d2nf ′f ′

1{1−X} lnX, X=
ff1
f ′f ′

1

.(15)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ X âûïîë-íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1 − X) lnX ≤ 0, òàê êàê ñîìíîæèòåëè èìåþòïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêîïðè X = 1. Âñå îñòàëüíûå âåëè÷èíû ïîä èíòåãðàëîì ïîëîæèòåëü-íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ (15) âñåãäà îòðèöàòåëüíà çà èñ-êëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà X ≡ 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñîñòîÿíèþ ðàâ-íîâåñèÿ.
H-òåîðåìà Áîëüöìàíà �îðìóëèðóåòñÿ î÷åíü ïðîñòî:

H-�óíêöèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìîæåò òîëüêî óáûâàòü âïëîòüäî äîñòèæåíèÿ ãàçîì ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Ýòà òåîðåìà ðàâíîñèëüíà óòâåðæäåíèþ: ýíòðîïèÿ çàìêíóòîéãàçîâîé ñèñòåìû íèêîãäà íå óáûâàåò. Âìåñòå ñ òåì èç ýòîé òåîðå-ìû ñëåäóåò íåñèììåòðè÷íîñòü óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà îòíîñèòåëüíîèçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âðåìåíè: èç êàêîãî áû íà÷àëüíîãî ðàñïðå-äåëåíèÿ ÷àñòèö ìû íè èñõîäèëè, ýíòðîïèÿ ãàçà ñîãëàñíî êèíåòè÷å-ñêîìó óðàâíåíèþ âñå ðàâíî âîçðàñòàåò.279



Òàêèì îáðàçîì, êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà äàåò äëÿãàçîâ îáîñíîâàíèå îäíîìó èç îñíîâíûõ ïîëîæåíèé òåðìîäèíàìèêè,à èìåííî âòîðîìó íà÷àëó.� 6. Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé ñ ó÷åòîì îáìåííûõý��åêòîâÏóñòü äëÿ îïðåäåëåíîñòè ÷àñòèöû ñîðòà a��åðìèîíû, à ñîðòà
a1 � áîçîíû. Ïîêàæåì, êàê èçìåíèòü çàïèñü èíòåãðàëà ñòîëêíîâå-íèé, ÷òîáû ó÷åñòü îáìåííûå ý��åêòû.�àññìîòðèì óõîäíîå ñëàãàåìîå. ×èñëî ïåðåõîäîâ ñ èçìåíåíèÿ-ìè èìïóëüñîâ pa, pa1

→ p ′
a, p

′
a1

ïðîïîðöèîíàëüíî fa(pa)fa1
(pa1

).Îäíàêî åñëè ñîñòîÿíèå ñ èìïóëüñîì p′
a çàíÿòî, òî �åðìèîí íå ìî-æåò ïåðåéòè â ýòî ñîñòîÿíèå èç-çà çàïðåòà Ïàóëè. Êèíåòèêà îïåðè-ðóåò ñî ñðåäíèìè âåëè÷èíàìè, òàê ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ�åðìèîííîãî ñîñòîÿíèÿ ëåæèò ìåæäó 0 è 1: 0 ≤ h3

ga
fa(p′

a) ≤ 1. Ñâî-áîäíîé îñòàåòñÿ äîëÿ ñîñòîÿíèÿ 1− h3

ga
fa(p′

a), è òîëüêî â íåå âîçìî-æåí ïåðåõîä �åðìèîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåäåííîå âûøå ïðîèçâå-äåíèå Ô� íàäî óìíîæèòü íà ýòó ðàçíîñòü. Äëÿ áîçîíîâ a1 âûïîë-íÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûé ïðèíöèï âûíóæäåííûõ ïåðåõîäîâ: åñëèâ ñîñòîÿíèè óæå èìåþòñÿ áîçîíû, òî âåðîÿòíîñòü äðóãèì áîçîíàìïåðåéòè â òàêîå ñîñòîÿíèå óâåëè÷èâàåòñÿ. Â êâàíòîâîé ýëåêòðîäè-íàìèêå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî ó÷åñòü äîìíî-æåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ Ô� íà 1+
h3

ga1

fa1
(p′

a1
). Íàçîâåì ïðèâåäåííûåâûðàæåíèÿ îáìåííûìè �àêòîðàìè.Èçëîæåííîå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âèäó èíòåãðàëà ñòîëêíî-âåíèé ñ ó÷åòîì îáìåííûõ ý��åêòîâ:

Ia a1
=

∫

d3pa1
va a1

σa a1
(n)d2n×

×
{

fa(p ′
a)fa1

(p ′
a1

)

[

1 − h3

ga
fa(pa)

] [

1 +
h3

ga1

fa1
(pa1

)

]

−

−fa(pa)fa1
(pa1

)

[

1 − h3

ga
fa(p ′

a)

] [

1 +
h3

ga1

fa1
(p ′

a1
)

]}

. (16)Ó÷åò îáìåííûõ ý��åêòîâ óñèëèâàåò íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ.Åñëè ñòàëêèâàþòñÿ îäèíàêîâûå ÷àñòèöû, òî èíòåãðàë ñòîëêíîâå-íèé óæå êâàäðàòè÷åí ïî Ô� è äîìíîæåíèå íà îáìåííûå �àêòîðû280



ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè äî òðåõ (íå äî ÷å-òûðåõ, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ èç-çà óìíîæåíèÿ íà äâà �àêòîðà, òàêêàê ïðèçâåäåíèÿ ÷åòûðåõ Ô� âõîäÿò ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìèè ñîêðàùàþòñÿ). Åñëè æå ÷àñòèöû ðàçíûå, òî ëèíåéíûé èíòåãðàëïðåâðàùàåòñÿ â êâàäðàòè÷íûé ïî èñêîìîé Ô�.Èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëàìè ñòîëêíîâåíèé âèäà(16), òî÷íî òàê æå, êàê â � 3, ëåãêî âûâåñòè ðàâíîâåñíûå (íåðåëÿ-òèâèñòñêèå) ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè�Äèðàêà äëÿ ÷àñòèö ñîðòà a èÁîçå�Ýéíøòåéíà äëÿ ÷àñòèö ñîðòà a1.Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, êàê ñëåäóåò ó÷èòûâàòü îáìåííûå ý�-�åêòû, êîãäà îáà ñîðòà ÷àñòèö � áîçîíû èëè �åðìèîíû.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ÷àñòíûìñëó÷àåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, øèðîêî èñïîëü-çóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ �èçèêè è àñòðî�èçèêè äëÿ èçó÷åíèÿýâîëþöèè íåðàâíîâåñíûõ ãàçîâûõ ñèñòåì. Èñõîäÿ èç ýòèõ óðàâíå-íèé ðàññ÷èòûâàþòñÿ êîý��èöèåíòû ïåðåíîñà ìîëåêóëÿðíûõ ïðè-çíàêîâ (êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè, äè��óçèè, âÿçêîñòè èäðóãèå), êîòîðûå ýìïèðè÷åñêè ââîäÿòñÿ ïðè �åíîìåíîëîãè÷åñêîìâûâîäå óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè. Âûâîä óêàçàííûõ óðàâíåíèé èçêèíåòè÷åñêèõ ïîçâîëèë ÷åòêî îïðåäåëèòü îáëàñòè ïðèìåíèìîñòèãàçîäèíàìèêè, íàéòè êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé, à òàêæå ïîëó÷èòüèõ îáîáùåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [29,35℄).
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�ëàâà VI. Ïðèëîæåíèÿ ñòàòèñòèêè èêèíåòèêè ê çàäà÷àì äðóãèõ ðàçäåëîâ�èçèêèÊàê ðàâíîâåñíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà, òàê è êèíåòè÷åñêàÿòåîðèÿ îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç ìíîãèõ ÷àñòèö,ñâîéñòâà êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ â äðóãèõ ðàçäåëàõ �èçèêè. Â ýòîé çà-êëþ÷èòåëüíîé ãëàâå áóäóò èçëîæåíû ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ òåî-ðèé ê íåñêîëüêèì çàäà÷àì èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè è òåîðèè ïëàç-ìû. � 1. Ìîäåëü àòîìà Òîìàñà�Ôåðìè1. Ïðåäïîëîæåíèÿ. Ìîäåëü Òîìàñà�Ôåðìè áûëà ïðåäëîæå-íà â 1928 ã. äëÿ ðàñ÷åòà ñòðîåíèÿ àòîìîâ è èîíîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîìýëåêòðîíîâ. Â åå îñíîâå ëåæàò ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ [21,24℄.1) Àòîì (èëè èîí) íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è èìååòñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íóþ ñòðóêòóðó, ò. å. êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðî-íîâ n(r) è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ϕ(r) çàâèñÿò òîëüêî îòðàññòîÿíèÿ îò ÿäðà r.2) Ýëåêòðîíû â îáîëî÷êàõ àòîìà óïàêîâàíû íàñòîëüêî ïëîòíî,íàñêîëüêî ýòî ðàçðåøàåòñÿ ïðèíöèïîì çàïðåòà Ïàóëè.3) Ýëåêòðîíû ìîæíî îïèñûâàòü êâàçèêëàññè÷åñêè, ò. å. ñîïî-ñòàâëÿòü êàæäîìó èç íèõ êîîðäèíàòó è èìïóëüñ, îòâîäÿ ïîä êàæäîåñîñòîÿíèå �àçîâûé îáúåì h3/2.4) Çàðÿä ÿäðà Z è ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â îáîëî÷êå N óäîâëåòâî-ðÿþò íåðàâåíñòâàì Z ≥ N ≫ 1.2. Óðàâíåíèå Òîìàñà�Ôåðìè. Ìîäåëü ðàññìàòðèâàåò ñâÿ-çàííûå ñîñòîÿíèÿ, ò. å. ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, íàõîäÿùåãîñÿ íàðàññòîÿíèè r îò ÿäðà è èìåþùåãî èìïóëüñ p, êîòîðûå ìîæíî ïðèïè-ñàòü êàæäîìó ýëåêòðîíó ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ 3), îòðèöàòåëü-íà:
E =

p2

2m
− eϕ(r) < 0.Ïî ï. 2) â êàæäîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé èìïóëüñ

p0(r), êîòîðûé ìîãóò èìåòü ýëåêòðîíû. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïðè òàêîìèìïóëüñå
p2
0(r)

2m
− eϕ(r) = E0 ≡ −eϕ0, ϕ0 > 0.282



Ýíåðãèÿ E0 íå ìîæåò çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû r, ò. å. îò ïîëîæå-íèÿ ýëåêòðîíîâ â àòîìå, òàê êàê èíà÷å ýëåêòðîíû ïåðåõîäèëè áûèç îáîëî÷êè ñ áîëüøåé ýíåðãèåé òóäà, ãäå ýòà ýíåðãèÿ ìåíüøå. Ñëå-äîâàòåëüíî, ϕ0 =onst è
p2
0(r) = 2me[ϕ(r) − ϕ0].Âûáåðåì ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâåííîãî îáúåìà d3r íà ðàññòîÿíèè

r îò ÿäðà. Â ýòîì ýëåìåíòå ïðè ìàêñèìàëüíî ïëîòíîé óïàêîâêå íà-õîäèòñÿ
n(r)d3r =

4π

3

p3
0d

3r

h3/2ýëåêòðîíîâ, òàê ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåçïîòåíöèàë:
n(r) =

8π

3

(
2me

h2
[ϕ(r) − ϕ0]

)3/2

. (1)Âòîðûì ñîîòíîøåíèåì, ñâÿçûâàþùèì äâå óêàçàííûå âåëè÷è-íû, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà
∆rϕ = −4πρ(r), ρ(r) = −en(r),ãäå ∆r � ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïîäñòàâèâ âûðàæå-íèå (1) â óðàâíåíèå Ïóàññîíà, ïîëó÷èì èñêîìîå óðàâíåíèå Òîìàñà�Ôåðìè, îïðåäåëÿþùåå ïîòåíöèàë:

1

r2
d

dr

(

r2
dϕ

dr

)

=
32π2

3

e

h3
2
√

2(me)3/2[ϕ(r) − ϕ0]
3/2. (2)3. Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿä-êà (2) íåîáõîäèìî äîáàâèòü óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå âûáðàòü íóæíîå÷àñòíîå ðåøåíèå. Ýòè óñëîâèÿ íå ñîâñåì îáû÷íû, ÷òî îòðàæàåò îñî-áåííîñòè çàäà÷è.1) Ïðè ïðèáëèæåíèè ê ÿäðó ïîòåíöèàë ñîçäàåòñÿ òîëüêî çàðÿ-äîì ÿäðà, òàê ÷òî ïðè r → 0

ϕ(r) ∼ Ze

r
.2) Íà ãðàíèöå àòîìà n(R) = 0. Âíå ýòîé ãðàíèöû (r > R)ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóåò òî÷å÷íîìó çàðÿäó e(Z −N):

ϕ(r) =
Z −N

r
e.283



3) Ïðè r = R ñàì ïîòåíöèàë è åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî r (íàïðÿ-æåííîñòü ïîëÿ) äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû, ò. å.
ϕ(R) = ϕ0 =

Z −N

R
e, ϕ′(R) = −Z −N

R2
e. (3)Óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè, ïðè÷åì èõ òðè, òàê êàê ãðà-íèöà àòîìà R çàðàíåå íå èçâåñòíà è äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ â õîäåðåøåíèÿ.4. Óïðîùåíèå óðàâíåíèÿ. Ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçî-âàíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ.1) Ïåðåéäåì ê àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö e = m = h̄ = 1. Ïîñòî-ÿííàÿ h = 2π.2) Çàìåíèì àðãóìåíò èñêîìîé �óíêöèè r = bZ−1/3x.3) Ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ

ϕ(r) − ϕ0 =
Z

r
Φ(x), Φ(x) =

π4/3

32/3

r

2Z
n2/3(r). (4)Ïîñòîÿííóþ b âûáåðåì òàê, ÷òîáû óðàâíåíèå óïðîñòèëîñü.Â íîâûõ ïåðåìåííûõ â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê àòîìíîé ñèñòåìåóðàâíåíèå (2) ïðèìåò âèä

1

b2Z−2/3

1

x2

d

dx

(

x2 d

dx

Z

bZ−1/3

Φ(x)

x

)

=
8
√

2

3π

[
Z

bZ−1/3

Φ(x)

x

]3/2

.Çàðÿä ÿäðà â îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà âõîäèò îäèíàêîâî êàê Z2 è ñî-êðàùàåòñÿ. Êîíñòàíòó b âûáèðàåì èç óñëîâèÿ
1

b3
=

8
√

2

3π

1

b3/2
, b =

1

2

(
3π

4

)2/3

= 0.88534.Âìåñòî ãðàíèöû àòîìà R ââåäåì x0 ïî �îðìóëå R = bZ−1/3x0.Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî íà ãðàíèöå �óíêöèÿ Φ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðî-èçâîäíóþ íàäî ïåðåñ÷èòàòü:
Φ′(x) =

( r

Z
[ϕ(r) − ϕ0]

)′

x
=

1

Z
[ϕ(r) − ϕ0 + rϕ′(r)] bZ−1/3,òàê ÷òî

Φ′(x0) = − 1

Z
R
Z −N

R2
bZ−1/3 = −Z −N

Z

1

x0
.5. Îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëèðîâêà ìîäåëè. Â ðåçóëüòàòåïðåîáðàçîâàíèé ðàñ÷åò ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ, íå ñîäåðæà-ùåìó ïàðàìåòðîâ:

x1/2Φ′′(x) = Φ3/2(x). (5)284



Ýòî óðàâíåíèå î÷åíü áëèçêî ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ óðàâíåíèÿ Ýìäå-íà [31℄, êîòîðîå âîçíèêàåò â òåîðèè, îïèñûâàþùåé âíóòðåííåå ñòðî-åíèå çâåçäû ñ ïîëèòðîïíûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ åå âåùåñòâà.Óñëîâèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûå â ï. 3), ïåðåïèñûâàþòñÿ â íîâûõïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Φ(0) = 1, Φ(x0) = 0, x0Φ

′(x0) = −Z −N

Z
. (6)Â ñëó÷àå íåéòðàëüíîãî àòîìà N = Z. Òîãäà íà ãðàíèöå äîëæíîáûòü Φ(x0) = Φ′(x0) = 0. Íåíóëåâîå ðåøåíèå ïðè òàêîì ãðàíè÷íîìóñëîâèè âîçìîæíî, òîëüêî åñëè x0 = ∞, òàê ÷òî íåéòðàëüíûé àòîìñîãëàñíî ìîäåëè ïðîñòèðàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.Óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì, îòêîòîðîãî çàâèñèò ñåìåéñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå

N/Z.Çàìåòèì, ÷òî ìàñøòàá àòîìîâ è èîíîâ ïðîïîðöèîíàëåí Z−1/3,ò. å. ýòîìó ìíîæèòåëþ ïðîïîðöèîíàëüíû âñå ëèíåéíûå ðàçìåðû âìîäåëè Òîìàñà�Ôåðìè. Íàïîìíèì, ÷òî ðàçìåð âîäîðîäîïîäîáíûõèîíîâ ïðîïîðöèîíàëåí 1/Z. Óìåíüøåíèå ñðåäíèõ ðàçìåðîâ àòîìîâñ ðîñòîì Z îáúÿñíÿåòñÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäèíàêîâî: ÷åì áîëüøå çà-ðÿä ÿäðà, òåì ñèëüíåå îíî ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå ýëåêòðîíû. Ìåíüøàÿñòåïåíü çàâèñèìîñòè â ñëó÷àå ìíîãîýëåêòðîííûõ àòîìîâ è èîíîâîòðàæàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýëåêòðîíû ÷àñòè÷íî ýêðàíèðóþòçàðÿä ÿäðà.6. Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ âáëèçè ÿäðà. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõàðãóìåíòà x ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî èñêàòü â âèäå ðÿäà
Φ(x) =

∞∑

n=0

anx
n/2, a0 = 1. (7)Ïîäñòàâèâ ðÿä â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

x1/2Φ′′(x)=
∞∑

n=1

an
n(n−2)

4
x(n−4)/2 =−1

4

a1

x
+

1

4

∞∑

j=0

(j+1)(j+3)aj+3x
j/2.×òîáû íå èìåòü äåëà ñ äðîáíûìè ñòåïåíÿìè x, ñäåëàåì çàìåíó

x=y2:
yΦ′′(y2) = −1

4

a1

y2
+

1

4

∞∑

j=0

(j + 1)(j + 3)aj+3y
j . (8)Ïîäñòàíîâêà ðÿäà (7) â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå ñòîëü òðè-âèàëüíà. �ÿä òðåáóåòñÿ âîçâåñòè â äðîáíóþ ñòåïåíü. Âîñïîëüçóåìñÿñòåïåííûì ðàçëîæåíèåì 285



(1 + z)3/2 =

∞∑

m=0

(−1)m 3(2m− 5)!!

(2m)!
zm.Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî (−1)!! = 1, (−3)!! = −1, (−5)!! = 1/3.Òîãäà

Φ3/2(y2) =
∞∑

m=0

(−1)m 3(2m− 5)!!

2m!





∞∑

j=1

ajy
j





m

.Ïåðâûå ñëàãàåìûå ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
Φ3/2(y2)=1+

3

2

(
a1y+a2y

2+a3y
3+a4y

4
)
+

3

8

(
a2
1y

2+2a1a2y
3+

+a2
2y

4 + 2a1a3y
4
)
− 1

16

(
a3
1y

3 + 3a2
1a2y

4
)

+
3

32
a4
1y

4 + ...Ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåíòû ïðè íèçøèõ ñòåïåíÿõ y, ïîëó÷èì
a1 = 0, a3 =

4

3
, a4 = 0.Çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà a2 íå ìîæåò áûòü íàéäåíî, îí ðàâåí íåî-ïðåäåëåííîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â íóëå:

Φ′(0) = a2 = a.×åðåç ýòîò êîý��èöèåíò âûðàæàþòñÿ âñå îñòàëüíûå.Ïîëó÷èì îáùóþ ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-åìñÿ �îðìóëîé âîçâåäåíèÿ ðÿäà â öåëóþ ñòåïåíü




∞∑

j=1

cj





m

=
∞∑

l=1

∑

i1+i2+...+il=m

m!

i1!i2!...il!
ci11 c

i2
2 ...c

il

l .Çäåñü âíóòðåííÿÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì íàáîðàì íå-îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë i1, i2, ..., il, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, çàïè-ñàííîìó ïîä çíàêîì ñóììû. Ïðèìåíåíèå ïðèâåäåííîé �îðìóëû êíàøåìó ðÿäó ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî a1 = 0, äàåò ðàçëîæåíèå
Φ3/2(y2)=

∞∑

m=0

(−y2)m 3(2m−5)!!

2mm!

∑

i1+i2+...+il=m

m!ai1
2 a

i2
3 ...a

il

l+1

i1!i2!...il!
yi2+2i3+...+(l−1)il .Ñîáåðåì îäèíàêîâûå ñòåïåíè y, îáîçíà÷èâ i1 +2i2 + ...+ lil = k.Íåäîñòàþùèå ñëàãàåìûå â ïîêàçàòåëå y äîáàâèì, ïîçàèìñòâîâàâ286



ñòåïåíü ym, ñòîÿùóþ ïåðåä âíóòðåííåé ñóììîé. Â ðåçóëüòàòå ïî-ëó÷èòñÿ
Φ3/2(y2)=

∞∑

m=0

(−y)m 3(2m−5)!!

2m

∑

i1+i2+...+il=m

ai1
2 a

i3
3 ...a

il

l+1

i1!i2!...il!
yi1+2i2+3i3+...+lil =

=
∞∑

k=0

yk
k∑

m=0

(−1)m 3(2m− 5)!!

2mm!
ym

∑

i1+i2+...+il=m

i1+2i2+...+lil=k

ai1
2 a

i2
3 ...a

il

l+1

i1!i2!...il!
. (9)Òåïåðü ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ ñóììèðîâàíèÿ n = m+ k. Òîãäà(9) ïåðåéäåò â ðàçëîæåíèå

Φ3/2(y2)=

∞∑

n=0

yn

[n/2]
∑

m=0

(−1)m 3(2m−5)!!

2mm!

∑

i1+i2+...+il=m

i1+2i2+...+lil=n−m

ai1
2 a

i2
3 ...a

il

l+1

i1!i2!...il!
, (10)ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè â âåðõíåì ïðåäåëå ñóììèðîâàíèÿ ïîm îçíà-÷àþò âçÿòèå öåëîé ÷àñòè äðîáè.Ïðèðàâíèâàÿ ðàçëîæåíèÿ (8) è (10), ïîëó÷àåì èñêîìóþ ðåêóð-ðåíòíóþ �îðìóëó:

an+3 =
12

(n+ 1)(n+ 3)

[n/2]
∑

m=0

(−1)m (2m−5)!!

2mm!

∑

i1+i2+...+il=m

i1+2i2+...+lil=n−m

ai1
2 a

i3
3 ...a

il

l+1

i1!i2!...il!
.Ïî ïîëó÷åííîé �îðìóëå íàéäåì ïåðâûå äâàäöàòü êîý��èöè-åíòîâ:

a1 =0, a2 =a, a3 =
4

3
, a4 =0, a5 =

2

5
a, a6 =

1

3
, a7 =

3

70
a2, a8 =

2

15
a,

a9 =
2

27
− a3

252
, a10 =

a2

175
, a11 =

(
31

1485
+

a3

1056

)

, a12 =
4

405
+

4a3

1575
,

a13 =

(
557

100100
− 3a3

9152

)

a2, a14 =

(
4

693
− 29a3

24255

)

a,

a15 =
101

52650
− 623a3

351000
+

7a6

49920
, a16 =−

(
46

45045
− 68

105105
a3

)

a2,

a17 = −
(

191

706860
− 2515237

1979208000
a3 +

3

43520
a6

)

a,

a18 =
23

473850
+

1046

675675
a3− 4

100395
a6,287



a19 =

(
799399

698377680
− 1232951

1278076800
a3+

99

2646016
a6

)

a2,

a20 =

(
510557

1033782750
− 16984529

1206079875
a3 +

256

1044225
a6

)

a.Ñ ýòèìè êîý��èöèåíòàìè ðåøåíèå ïî �îðìóëå (7) ïðè x ≤
0.3 ÷ 0.7 (y ≤ 0.5) ïîëó÷àåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3. Âáëèçè ÿäðàñîãëàñíî (4) ñ òî÷íîñòüþ äî àííóëèðóþùèõñÿ ñëàãàåìûõ ïîòåíöèàëâåäåò ñåáÿ òàê (â àòîìíûõ åäèíèöàõ):

ϕ(r) ∼ Z

r
+
Z −N

R
+
a

b
Z4/3. (11)Çäåñü ê ïîòåíöèàëó ñàìîãî ÿäðà äîáàâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë, êîòîðûéñîçäàþò ýëåêòðîíû â îêðåñòíîñòè ÿäðà.7. ×èñëåííîå ðåøåíèå. Ïðè á�îëüøèõ x óðàâíåíèå ïðèõî-äèòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííî. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ

x ëåãêî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ íàéäåííîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïðè ýòîìçíà÷åíèå íåîïðåäåëåííîãî êîý��èöèåíòà a ïîäáèðàåòñÿ ÷èñëåííî ñòåì, ÷òîáû âûïîëíèëîñü óñëîâèå íà ãðàíèöå àòîìà.�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) ñ óñëîâèÿìè (6)äëÿ íåéòðàëüíîãî àòîìà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 17. Çíà÷åíèå ïðîèç-âîäíîé â íóëå a = −1.58807, òàê ÷òî äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå ââûðàæåíèè (11) äëÿ ïîòåíöèàëà âáëèçè ÿäðà â àòîìíûõ åäèíèöàõ
−1.794Z4/3, à â CGSE −0.163Z4/3 = −48.81Z4/3 Â.Áîëåå ïîäðîáíî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü àòîìà îáñóæäàåòñÿ âêóðñå [21℄ è â ìîíîãðà�èè [9℄, ñïåöèàëüíî ïîñâÿùåííîé ýòîé ìîäåëè.

Φ(x) 1.0

0.6
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x�èñ. 17. Ôóíêöèÿ Φ(x) ïðè N/Z = 1.288



� 2. Ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà â ïëàçìå1. Ïëàçìà áåç çàðÿäà. Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì çà-äà÷ó î ïîòåíöèàëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ïîìåùåííîãî â ïëàçìó [29℄.Ýòîò ïîòåíöèàë îòëè÷àåòñÿ îò ïîòåíöèàëà â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâåèëè â äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî âíåñåííûé çàðÿäâûçûâàåò ïîëÿðèçàöèþ ïëàçìû: ñâîáîäíûå çàðÿäû ïëàçìû ïåðåìå-ùàþòñÿ òàê, ÷òî îäíîèìåííûå ñ âíåñåííûì çàðÿäû óäàëÿþòñÿ îòíåãî, à èìåþùèå ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê � ïðèáëèæàþòñÿ.Ñíà÷àëà îïèøåì ñîñòîÿíèå ïëàçìû äî âíåñåíèÿ â íåå çàðÿäà.Ïðèìåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.1) Ïëàçìà ñîñòîèò èç ýëåêòðîíîâ, ïðîòîíîâ è äðóãèõ èîíîâ.Ñîñòàâëÿþùèå åå êîìïîíåíòû ïðîíóìåðóåì èíäåêñîì a. 2) Ïëàçìàêâàçèíåéòðàëüíà, ò. å. ìàêðîñêîïè÷åñêèå îáúåìû íå èìåþò çàðÿäà.3) Ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè íåñóùåñòâåííû (òàêàÿ ïëàçìàíàçûâàåòñÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé). 4) Ïëàçìà ñòàöèîíàðíà, îäíî-ðîäíà è èçîòðîïíà.Ïðèìåíÿåìûå îáîçíà÷åíèÿ äàíû â òàáë. 5. Òàáëèöà 5Õàðàêòåðèñòèêè íåâîçìóùåííîé ïëàçìûÑîðò ÷àñòèöÂåëè÷èíà Ýëåêòðîíû Ïðîòîíû Èîíûe P iÌàññà ma m mP miÇàðÿä Zae −e e ZieÊîíöåíòðàöèÿ n∗

a n∗

e n∗

P n∗

iÊâàçèíåéòðàëüíîñòü ïëàçìû âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì
e
∑

a

Zan
∗
a = 0,ãäå èíäåêñ a ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ, óêàçàííûå â òàáëèöå.Ïðåäïîëîæåíèÿ ïóíêòà 4) îçíà÷àþò, ÷òî �óíêöèè ðàñïðåäåëå-íèÿ (Ô�) âñåõ ÷àñòèö ïëàçìû â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè çàâèñÿòòîëüêî îò âåëè÷èíû èõ èìïóëüñîâ f∗
a (pa).2. Çàðÿä â ïëàçìå. Ïóñòü çàðÿä Ze ïîìåùåí â íà÷àëî êîîð-äèíàò. Îí âûçûâàåò âîçìóùåíèå â ïëàçìå, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî289



íàðóøàåòñÿ îäíîðîäíîñòü è êâàçèíåéòðàëüíîñòü ïëàçìû (ñòàöèî-íàðíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ). Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðîèñõîäèò åå ïîëÿ-ðèçàöèÿ. Ô� ñîñòàâëÿþùèõ ïëàçìû ñòàíîâÿòñÿ çàâèñÿùèìè îò ðàñ-ñòîÿíèÿ r: fa(pa, r).Èñêîìûé ïîòåíöèàë îáîçíà÷èì ϕ(r). Îí îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíå-íèåì Ïóàññîíà
∆ϕ = −4πZeδ(r) − 4πe

∑

a

Zana(r), (12)ãäå
na(r) = 4π

∞∫

0

fa(pa, r)p
2
adpa. (13)Â îòñóòñòâèå çàðÿäà âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (12) âñèëó óñëîâèÿ êâàçèíåéòðàëüíîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîòåíöèàëóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà è èìååòèçâåñòíîå âûðàæåíèå

ϕ∗(r) =
Ze

r
.Â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò çàðÿäà ïîòåíöèàë âåëèê, èâëèÿíèå ïëàçìû íåñóùåñòâåííî, òàê ÷òî ïðè r → 0 ïîòåíöèàë çà-ðÿäà â ïëàçìå ϕ(r) ∼ ϕ∗(r). Íàïðîòèâ, âäàëè îò çàðÿäà ïîòåíöèàëäîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ: ϕ(r) → 0 ïðè r → ∞.Íà ÷àñòèöû ñîðòà a çàðÿä äåéñòâóåò ñ ñèëîé Fa = ZaeE, ãäå

E = −∇ϕ(r) � íàïðÿæåííîñòü ñîçäàâàåìîãî çàðÿäîì ýëåêòðîñòà-òè÷åñêîãî ïîëÿ, òàê ÷òî
Fa = −Zaeϕ

′(r)
r

r
.Ââèäó îòñóòñòâèÿ ñòîëêíîâåíèé Ô� ÷àñòèö ïëàçìû îïðåäåëÿ-þòñÿ óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà.3. Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà è åãî ðåøåíèå. Ñòàöèîíàðíîåóðàâíåíèå äëÿ êîìïîíåíòû a áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìû èìååòâèä va∇rfa − Zae∇ϕ∇pa
fa = 0.Òàê êàê Ô� çàâèñÿò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r è âåëè÷èíû èìïóëüñà

pa, òî óðàâíåíèå êîíêðåòèçóåòñÿ:
pa

ma

∂fa

∂r

r

r
− Za

r

r
eϕ′ ∂fa

∂pa

pa

pa
= 0èëè

1

ma

∂fa

∂r
− Zaeϕ

′ ∂fa

∂pa
= 0.290



Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïî-ðÿäêà ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå äëÿ åãî õàðàêòåðèñòèê:
dr

1/ma
= − dpa

Zaeϕ′(r)/paèëè Zaeϕ
′(r)dr +

pa

ma
dpa = 0.Óðàâíåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòèê èìååò î÷åâèäíûé èíòåãðàë

p2
a

2ma
+ Zaeϕ(r) = Ea = onst,âûðàæàþùèé ñîõðàíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû.�åøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûðàæàåòñÿ �óíê-öèåé îò åãî èíòåãðàëîâ. Â äàííîì ñëó÷àå Ô� fa çàâèñÿò òîëüêî îò

Ea. Òàê êàê ïðè r → ∞ Ô� fa ïåðåõîäèò â f∗
a (pa), òî

fa(pa, r) = f∗
a

(√

p2
a + 2maZaeϕ(r)

)

.Òàêèì îáðàçîì, Ô� âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ ïëàçìû âûðàæåíû ÷å-ðåç ïîòåíöèàë çàðÿäà â âèäå Ô� â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè îòèìïóëüñà ÷àñòèöû â âîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè. Ïî Ô� ìîæíî íàéòèêîíöåíòðàöèè ÷àñòèö (13), çàâèñÿùèå îò r, è ïîëó÷èòü óðàâíåíèåäëÿ ïîòåíöèàëà. Ýòî óðàâíåíèå íåëèíåéíîå è ðåøåíèå åãî � çàäà÷àíå ïðîñòàÿ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé.4. Êîíöåíòðàöèè ïðè ìàëîì ïîòåíöèàëå. Íå ñëèøêîìáëèçêî ê çàðÿäó ïîòåíöèàë ìàë. Òîãäà Ô� ìîæíî ðàçëîæèòü ïî�îðìóëå Òåéëîðà:
fa(pa, r) ∼ f∗

a

(

pa

[

1 +maZae
ϕ

p2
a

])

∼ f∗
a (pa) + f∗

a
′(pa)maZae

ϕ(r)

pa
.Ïðè ýòîì êîíöåíòðàöèè

na ∼ n∗
a +maZaeϕ(r)4π

∞∫

0

f∗
a
′(pa)padpa.Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

na ≈ n∗
a −maZaeϕ(r)4π

∞∫

0

f∗
a (pa)dpa = n∗

a −maZaeϕ(r)p−2
a n∗

a. (14)291



Âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå îáðàòèëîñü â íóëü, à èíòåãðàë ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ìèíóñ âòîðîé ìîìåíò Ô�:
p−2

a = 4π

∞∫

0

f∗
a (pa)dpa =

∫

f∗
a (pa)

d3pa

p2
a

.Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðàçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
maZaeϕ(r)p−2

a ≪ 1. (15)5. �àäèóñû Äåáàÿ. Ïðè ìàëîì ïîòåíöèàëå ëèíåàðèçóåòñÿ èñóììà, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå (12):
∑

a

Zana(r)≈
∑

a

Zan
∗
a

(

1−maZaeϕ(r)p−2
a

)

=−eϕ(r)
∑

a

Z2
aman

∗
ap

−2
a .Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

1

r2Da

= 4πe2Z2
aman

∗
ap

−2
a ,

1

r2D
=
∑

a

1

r2Da

.Âåëè÷èíà rD íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì Äåáàÿ ïëàçìû, à âåëè÷èíû rDa� êîìïîíåíòíûìè ðàäèóñàìè Äåáàÿ.Òåïåðü ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê óðàâíåíèþ (12).6. �åøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà. Óðàâíåíèå (12) âñëó÷àå ìàëîãî ïîòåíöèàëà ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå
∆ϕ(r) − 1

r2D
ϕ(r) = −4πZeδ(r).Ýòî íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååòâèä

ϕ(r) = ϕ∗(r)e−r/rD =
Ze

r
e−r/rD .Òàêàÿ �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ýêðàíèðîâàííûì êóëîíîâñêèì ïîòåí-öèàëîì, ñ êîòîðûì ìû âñòðå÷àëèñü â òåîðèè ñòîëêíîâåíèé. Åñëè

r ≪ rD, òî ïîòåíöèàë ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëîì â îòñóòñòâèå ïëàç-ìû. Ïðè áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ïðîáíûé çàðÿä ýêðàíèðóåòñÿ çàðÿ-äàìè ïëàçìû, è ïîòåíöèàë óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî.292



Èç (14) âèäíî, ÷òî åñëè çàðÿä ïîëîæèòåëåí (äëÿ îïðåäåëåííî-ñòè), êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ íà ðàññòîÿíèÿõ, ãäå ïîòåíöèàë ìàë,óâåëè÷èâàåòñÿ, òàê êàê Ze = −1, à ϕ(r) ïîëîæèòåëåí. Êîíöåíòðà-öèè æå ïðîòîíîâ è èîíîâ óìåíüøàþòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåâîçìó-ùåííîé çàðÿäîì ïëàçìîé.7. Ñëó÷àé íåâîçìóùåííîãî ìàêñâåëëîâñêîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ. Ïóñòü êîìïîíåíòû ïëàçìû ðàñïðåäåëåíû ïî Ìàêñâåëëó ñðàçëè÷àþùèìèñÿ òåìïåðàòóðàìè:
f∗

a (pa) =
n∗

a

(2πmakBT )3/2
exp

(

− p2
a

2makBTa

)

.Òîãäà, êàê ìû çíàåì (� 5 ãëàâû III), ñðåäíåå çíà÷åíèå îáðàòíîãîêâàäðàòà èìïóëüñà
p−2

a =
1

makBTa
.Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòíûå ðàäèóñû Äåáàÿ

rDa =

√

kBTa

4πZ2
ae

2n∗
a

.Åñëè òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò ïðèìåðíî ðàâíû, òîè ðàäèóñû Äåáàÿ îäíîãî ïîðÿäêà. Íàïðîòèâ, èç âñåõ ïëàçìåííûõ÷àñòîò
ωa =

√

4πZ2
ae

2

ma
=

√

kBTa

ma

1

rDañàìàÿ áîëüøàÿ � ýëåêòðîííàÿ ÷àñòîòà, òàê êàê ó ýëåêòðîíîâ ñàìàÿìàëåíüêàÿ ìàññà. Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè √kBT/ma = 1/

√

v−2
a .8. Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè. Â çàêëþ÷åíèå çàïèøåì óñëîâèåïðèìåíèìîñòè èçëîæåííîé òåîðèè, ñëåäóþùåå èç (15):

ZZae
2

r
e−r/rDmap

−2
a ≪ 1.Â ñëó÷àå ìàêñâåëëîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïè-ñàòü â âèäå

1

3

ZrDa

Zar
e−r/rD ≪ 4π

3
r3Dan

∗
a. (16)Çäåñü ñïðàâà ñòîèò ÷èñëî ÷àñòèö ñîðòà a â äåáàåâñêîé ñ�åðå.293



Åñëè âñå êîíöåíòðàöèè îäíîãî ïîðÿäêà n∗
a ∼ n∗

e , òî è âñå ðàäè-óñû ñðàâíèìû. Òîãäà óñëîâèå (16) âûãëÿäèò ïðîùå:
1

3

ZrD
r
e−r/rD ≪ 4π

3
r3Dn

∗
e .� 3. Òîðìîçíîå èçëó÷åíèå è ïîãëîùåíèå1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîì ïà-ðàãðà�å, îòíîñèòñÿ ê òåîðèè íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé, êîãäà â ðå-çóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ÷àñòèö ðîæäàåòñÿ åùå îäíà ÷àñòèöà ��îòîí. Òîðìîçíîå èçëó÷åíèå � ýòî èçëó÷åíèå çàðÿäà ïðè êóëîíîâ-ñêîì ñòîëêíîâåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. ×àñòèöû ñ÷èòàåì íåðåëÿ-òèâèñòñêèìè.Çàðÿäû äâèæóòñÿ ïî ãèïåðáîëàì è, ïîñêîëüêó ýòî äâèæåíèå ñóñêîðåíèåì, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èçëó÷àþò ýëåêòðîìàãíèò-íûå âîëíû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî èçëó÷åíèÿ è åãî ñïåêòðà ñëå-äóåò íàéòè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, à çàòåì èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-ðüå ïî âðåìåíè. Âìåñòî ýòîãî âîñïðîèçâåäåì ïðîñòîé âûâîä �îð-ìóëû äëÿ ñå÷åíèÿ òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ, îñíîâàííûé íà ïîðÿäêî-âûõ îöåíêàõ. Ýòîò âûâîä äàí, íàïðèìåð, â êíèãå ß.Á. Çåëüäîâè÷àè Þ.Ï.�àéçåðà [16℄.Ìîùíîñòü ïîëíîãî (âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ) èçëó÷åíèÿ äâèæó-ùåãîñÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè äàåòñÿ �îðìó-ëîé Ëàðìîðà [20℄

I(t) =
2

3

1

c3
d̈2. (17)Çäåñü d � äèïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû äâóõ çàðÿäîâ Z1 e è Z2 e:

d = e (Z1 r1 + Z2 r2),à òî÷êîé îòìå÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöà 2 ñ çàðÿäîì Z2 e è ìàññîém2 ïðîëå-òàåò ìèìî ÷àñòèöû 1 ñ çàðÿäîì Z1 e è ìàññîé m1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
R ðàäèóñ-âåêòîð èõ öåíòðà ìàññ, à ÷åðåç r = r2−r1 � ðàäèóñ-âåêòîðîòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Òîãäà ðàäèóñ-âåêòîðû êàæäîé èç ÷àñòèöâûðàçÿòñÿ ÷åðåç R è r:

r1 = R − m

m1
r, r2 = R +

m

m2
r.294



Çäåñü m � ïðèâåäåííàÿ ìàññà: m =
m1m2

m1 +m2
. Äèïîëüíûé ìîìåíòòàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýòè âåêòîðû:

d = e [(Z1 + Z2)R +m (Z2/m2 − Z1/m1) r].Ïîñêîëüêó äâèæåíèå öåíòðà ìàññ äâóõ ÷àñòèö (ðàâíîìåðíîå è ïðÿ-ìîëèíåéíîå) íå ïðèâîäèò ê èçëó÷åíèþ, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòüîòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå, ò. å. â (17) ñëåäóåò ïîäñòàâèòü
d̈ = me (Z2/m2 − Z1/m1)w. (18)Çäåñü w � óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ.Èç (18) âèäíî, ÷òî íå âñÿêèå çàðÿäû ìîãóò èçëó÷àòü. Â ÷àñòíî-ñòè, âçàèìîäåéñòâèå îäèíàêîâûõ ÷àñòèö íå ïðèâîäèò ê èçëó÷åíèþâ äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè.Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òîðìîçíîå èçëó÷åíèå ýëåê-òðîíà â ïîëå èîíà. Áóäåì ñ÷èòàòü èîí âîäîðîäîïîäîáíûì ñ íåêîì-ïåíñèðîâàííûì çàðÿäîì Ze, ò. å. ïîëîæèì Z2 = −1, Z1 = Z. Ïî-ñêîëüêó ìàññà èîíà çíà÷èòåëüíî áîëüøå ìàññû ýëåêòðîíà, ìîæíîïðèíÿòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ìàññà ñîâïàäàåò ñ ìàññîé ýëåêòðîíà (êî-òîðóþ ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî m).2. Îöåíêà èçëó÷àåìîé ýíåðãèè. Çàêðåïèì îòíîñèòåëüíóþñêîðîñòü v è ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå íàëåòàþùåãî ýëåêòðîíà b. Îñ-íîâíàÿ ÷àñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ÷àñòèöû äî-ñòàòî÷íî áëèçêè äðóã ê äðóãó. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ðàññòîÿíèÿâçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî âçÿòü b. Òîãäà õàðàêòåðíîå âðåìÿ âçàèìî-äåéñòâèÿ ÷àñòèö t ∼ b/v. Õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ (ñèëà,äåëåííàÿ íà ïðèâåäåííóþ ìàññó) w ∼ Z e2/(mb2). Ïîëíîå èçëó÷å-íèå çà âñå âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

∆E =

∞∫

−∞

I(t) dtìîæíî îöåíèòü òàê:
∆E ≈ 2

3

e2

c3

(
Z e2

m

1

b2

)2
b

v
≈ 2

3

e2

c3
Z2 e4

m2

1

b3 v
.Ïðîèíòåãðèðóåì ýòó âåëè÷èíó ïî âñåì ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíè-ÿì, ò. å. íàéäåì èçëó÷åíèå q ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïîòîêà295



íàëåòàþùèõ ýëåêòðîíîâ. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñïåêòð ýòîé âåëè-÷èíû. Ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ îáîçíà÷èì dq/dω. Òîãäà
q =

∞∫

0

∆E 2 π b db =

∞∫

0

dq

dω
dω. (19)3. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ dq/dωñâÿæåì ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ñ ÷àñòîòîé. Îñíîâíîé âêëàä â ïðå-îáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî âðåìåíè íà ÷àñòîòå ω äàþò çíà÷åíèÿ t, äëÿêîòîðûõ ω t ∼ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòà ω, íà êîòîðîé â îñíîâ-íîì èçëó÷àåò ÷àñòèöà ñ ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèåì b, èìååò ïîðÿäîêâåëè÷èíû v/b: ω ∼ v/b. Ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä â èçëó÷åíèå íà÷àñòîòå ω äàþò ÷àñòèöû ñ ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèåì b ∼ v/ω. Ïîä-ñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (19) (â òîì ÷èñëå è â äè��åðåíöèàë db),ïîëó÷àåì

q ≈
∞∫

0

∆E 2 π b3 dω/v.Îòñþäà íàõîäèì
dq

dω
≈ 4π

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2
. (20)Åñëè âûâîäèòü �îðìóëó òî÷íî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåê-òðîäèíàìèêè, òî ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò (20) ìíî-æèòåëåì ïîðÿäêà åäèíèöû. Ïðèìåðíî òàêîé æå ìíîæèòåëü äàåòó÷åò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ý��åêòîâ. Îêîí÷àòåëüíî âûðàæåíèåäëÿ dq/dω ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå

dq

dω
=

16 π

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2
gcc(v, ν). (21)Çäåñü gcc(v, ν) � òàê íàçûâàåìûé ìíîæèòåëü �àóíòà (èëè ãàóíò-�àêòîð). Åãî àðãóìåíò ν � îáû÷íàÿ (íå êðóãîâàÿ) ÷àñòîòà, ïðèìå-íÿåìàÿ, êàê ïðàâèëî, â àñòðî�èçèêå. Âåëè÷èíó (21) òàêæå ðàññ÷è-òûâàþò íà åäèíèöó ÷àñòîòû ν, ò. å. ïîëàãàþò

dq

dν
= 2 π

dq

dω
=

32 π2

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2
gcc(v, ν). (22)Ôîðìóëà (21) áåç ìíîæèòåëÿ �àóíòà áûëà âûâåäåíà Õ.À.Êðàìå-ðñîì â 1923 ã. 296



Âìåñòî (22) â �èçèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ âåëè÷èíà, àèìåííî, äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ:
βcc(v, ν) =

1

hν

dq

dν
. (23)Ýòà âåëè÷èíà (îíà âûðàæàåòñÿ â ñì2 · ñ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîèçëó÷àåìûõ �îòîíîâ â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ÷àñòîòû è åäèíèöó âðå-ìåíè, åñëè ïàäàåò åäèíè÷íûé ïîòîê ýëåêòðîíîâ (îäèí ýëåêòðîí íàåäèíè÷íóþ ïëîùàäêó â åäèíèöó âðåìåíè) íà îäíó ìèøåíü � èîí.Ñîãëàñíî �îðìóëå (22)

βcc(v, ν) =
32 π2

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2 h ν
gcc(v, ν). (24)Âåëè÷èíà (22) îòëè÷àåòñÿ îò (24) òåì, ÷òî îíà äàåò èçëó÷àåìóþýíåðãèþ, à íå ÷èñëî �îòîíîâ.4. Óñðåäíåíèå ïî ñêîðîñòÿì. Òåïåðü âûðàæåíèå (24) ìîæíîóñðåäíèòü ïî ñêîðîñòÿì íàëåòàþùèõ ýëåêòðîíîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî îíè ðàñïðåäåëåíû ïî Ìàêñâåëëó:

f(v) =
4 π v2m3

(2 πmkB T )3/2
exp

(

− mv2

2 kB T ) . (25)Ýíåðãèÿ �îòîíîâ ñ ÷àñòîòàìè îò ν äî ν+dν, èñïóñêàåìûõ â åäèíèöåîáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè ýëåêòðîíàìè ñî ñêîðîñòÿìè îò v äî v+dv,ðàâíà h ν βcc(v, ν)dν ne n
+ f(v) v dv.Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, èñïóñêàåìàÿ âñåìè ýëåêòðîíàìè, ïîëó÷àåòñÿèíòåãðèðîâàíèåì. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, èñïóñ-êàåìîé åäèíèöåé îáúåìà çà åäèíèöó âðåìåíè â åäèíè÷íîì èíòåð-âàëå ÷àñòîò â åäèíè÷íîì òåëåñíîì óãëå. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿèçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ, èëè îáúåìíûì êîý��èöèåíòîì èçëó-÷åíèÿ ǫcc(ν). Âî âñå íàïðàâëåíèÿ èçëó÷àåòñÿ

4 π ǫcc(ν) = ne n
+ h ν

∞∫

vmin

βcc(v, ν) f(v) v dv. (26)Íèæíèé ïðåäåë â èíòåãðàëå îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî íå âñÿêèé ýëåê-òðîí ìîæåò èçëó÷èòü �îòîí ñ ÷àñòîòîé ν. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåèñïóñêàíèÿ �îòîíà â ïîëå èîíà ñêîðîñòü ýëåêòðîíà óìåíüøàåòñÿ.297



Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü ýëåêòðîíà ïîñëå èçëó÷åíèÿ ÷åðåç v′. ßñíî, ÷òîäîëæåí âûïîëíÿòüñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
mv2

2
=
m (v′)2

2
+ h ν. (27)Ñïðàâà è ñëåâà âåëè÷èíû ïîëîæèòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåä-ëèâî íåðàâåíñòâî v ≥ vmin =

√

2 h ν/m.Èíòåãðàë â (26) óäîáíåå âû÷èñëÿòü, âçÿâ â êà÷åñòâå ïåðåìåí-íîé èíòåãðèðîâàíèÿ v′. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäóäè��åðåíöèàëàìè ñêîðîñòåé v dv = v′ dv′ è çíà÷åíèÿìè �óíêöèèÌàêñâåëëà f(v)/v2 = [f(v′)/(v′)2] exp(−h ν/(kB T )), à òàêæå âûíî-ñÿ èç-ïîä èíòåãðàëà ñðåäíåå çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ �àóíòà (êîòîðûéñëàáî çàâèñèò îò ñêîðîñòè), íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî
ǫcc(ν) = ne n

+ 32 π2

3
√

3

Z2 e6

c3
kB T

(2 πmkB T )3/2
gcc(ν, T ) exp

(

− h ν

kB T ) .Ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé äëÿ òîð-ìîçíîãî èçëó÷åíèÿ òàê íàçûâàåìûé çàâàë ïî ÷àñòîòå.
ǫcc(ν)/ne n

+

15 17 18 19 2013 14 16

3 4 5 6 7 8T5

lg ν�èñ. 18. Ñå÷åíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ äëÿ òåìïåðàòóð T = T5 · 105 Ê.Íà ðèñ. 18 îòðàæåí ñïåêòð êîý��èöèåíòà òîðìîçíîãî èçëó÷å-íèÿ äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû.Ôîðìóëà äëÿ ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ, ò. å. âî âñåõ ÷àñòîòàõ, òàêæåëåãêî âûâîäèòñÿ, åñëè îïÿòü âûíåñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ�àóíòà gcc(ν, T ): 298



ǫcc =

∞∫

0

ǫcc(ν)dν = ne n
+ 32 π2

3
√

3

Z2 e6

c3
(kB T )2

h (2 πmkB T )3/2
gcc. (28)Åñëè ïîäñòàâèòü â (28) çíà÷åíèÿ âñåõ ïîñòîÿííûõ, òî ïîëó÷èòñÿ

4 π ǫcc = 1.42 · 10−27Z2 T 1/2 ne n
+ ã/(ñì ñ3).5. Ïîãëîùåíèå. Íàéäåì ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ. Ýòî ïðîöåññ,îáðàòíûé òîðìîçíîìó èçëó÷åíèþ: ïðîëåòàþùèé ìèìî èîíà ýëåê-òðîí ïîãëîùàåò �îòîí, ýíåðãèÿ êîòîðîãî äîáàâëÿåòñÿ ê êèíåòè÷å-ñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ (27). Íî òåïåðüíà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé (íåðåëÿòè-âèñòñêîé), â ÷àñòíîñòè íóëåâîé.Äëÿ âûâîäà �îðìóëû äëÿ ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿïðèåìîì, óæå ïðèìåíÿâøèìñÿ íåñêîëüêî ðàç. Ïðèìåì, ÷òî âûïîë-íÿåòñÿ ÒÄ�, è çàïèøåì óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà: ÷èñëî �îòî-íîâ, èçëó÷àåìûõ åäèíèöåé îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíî ÷èñëóïîãëîùàåìûõ �îòîíîâ:

nen
+f(v)dvv

βcc

4π
dν

[

1+
c2

2hν3
Bν(T )

]

=nen
+f(v′)dv′kcc

Bν(T )

hν
dν. (29)Çäåñü v è v′ � ñêîðîñòè ýëåêòðîíà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøå-íèþ (27). Ìíîæèòåëü â êâàäðàòíîé ñêîáêå ó÷èòûâàåò âûíóæäåííîåèçëó÷åíèå. Ïîäñòàâèâ â (29) ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà è �îðìóëóÏëàíêà, ïîëó÷èì

kcc(v
′, ν) =

c2

8πν2

v2

v′
βcc(v, ν) =

4π

3
√

3

Z2e6

m2ch

gcc
v′ν3

= 1.80 · 1014 Z
2

v′ν3
.Ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ òàêæå ìîæíî óñðåäíèòü ïî ìàêñâåëëîâ-ñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ, íî ê ðåçóëüòàòó ìîæíîïðèéòè ïðîùå, åñëè çàïèñàòü óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà

nen
+kcc(ν)Bν(T ) = ǫcc(ν)

[

1 +
c2

2hν3
Bν(t)

]

,êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Êèðõãî�à�Ïëàí-êà. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäèò ê �îðìóëå
kcc(ν) =

∞∫

0

kcc(v
′, ν)f(v′)dv′ =

16π2

3
√

3

Z2e6

ch

kBT
(2πmkBT )3/2

gcc(ν, T )

ν3
.299



Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ è êîíñòàíòíàéäåì, ÷òî
kcc(ν) = 3.69 · 108 Z2

T 1/2

1

ν3
.Ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ kcc èçìåðÿþòñÿ â ñì5, à êîý��èöèåíò ïîãëî-ùåíèÿ αcc = nen

+kcc � â ñì−1.Èñïîëüçóÿ âûâåäåííûå �îðìóëû, ìîæíî ïîëó÷èòü ñå÷åíèÿ �î-òîèîíèçàöèè è �îòîðåêîìáèíàöèè, ÷òî ìû ñäåëàåì â ñëåäóþùåìïàðàãðà�å. � 4. Èîíèçàöèè è ðåêîìáèíàöèèâîäîðîäîïîäîáíûõ èîíîâ1. Ñå÷åíèå ðåêîìáèíàöèè. È â ýòîì ïàðàãðà�å ñëåäóåì èç-ëîæåíèþ êíèãè [16℄.Ýíåðãèè äèñêðåòíûõ ñîñòîÿíèé âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà Ei =
−Z2χH/i

2, ãäå i � ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, à χH = me4/(2h̄2) =
2π2me4/h2 � ýíåðãèÿ èîíèçàöèè âîäîðîäà èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.Ïðè �îòîðåêîìáèíàöèè ýëåêòðîí ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé mv2/2ïåðåõîäèò â îäíî èç ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé i. Ïðè ýòîì èçëó÷àåòñÿ�îòîí, ÷àñòîòà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

hν =
mv2

2
− Ei. (30)Çàêðåïèì ñêîðîñòü ýëåêòðîíà v è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèñêðåò-íûå óðîâíè ðàñïîëîæåíû áëèçêî äðóã ê äðóãó, òàê ÷òî èõ íîìåðìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíî èçìåíÿþùóþñÿ ïåðåìåííóþ.Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü äè��åðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå

dν

di
= − 1

h

dEi

di
= Z2 2

h

χH

i3
.Ñå÷åíèå ðåêîìáèíàöèè ïîëó÷èì, ðàññìàòðèâàÿ ýòîò ïðîöåññêàê ïðîäîëæåíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ íà äèñêðåòíûå êîíå÷íûåñîñòîÿíèÿ. Ïðè äåéñòâèè îáîèõ ìåõàíèçìîâ èçëó÷àþòñÿ �îòîíû ñ÷àñòîòàìè îò ν äî ν+dν, ÷èñëî êîòîðûõ 1

hν

dqν
dν

dν. Íî ïðè ðåêîìáè-íàöèè èîí ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå àòîìà ñ èíòåðâàëîì äèñêðåòíûõóðîâíåé ýíåðãèè ñ íîìåðàìè îò i äî i+ di. Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè ñ(23) ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
βci(v, ν) =

1

hν

dqν
dν

dν

di
=

27π4

3
√

3

Z4e10

mc3h4

1

i3
1

v2ν
gci(ν), (31)ãäå gci(ν) � ñîîòâåòñòâóþùèé ãàóíòîâñêèé ìíîæèòåëü.300



2. Èçëó÷àòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü. Òåïåðü íàéäåì, êàêîå êî-ëè÷åñòâî ýíåðãèè èçëó÷àåòñÿ ïðè ðåêîìáèíàöèÿõ â åäèíèöå îáúåìàçà åäèíèöó âðåìåíè â ðàñ÷åòå íà åäèíè÷íûé èíòåðâàë ÷àñòîò è âåäèíèöó òåëåñíîãî óãëà. Äëÿ ýòîãî çàêðåïèì íå ñêîðîñòü ýëåêòðî-íà, à íîìåð óðîâíÿ, íà êîòîðûé ïðîèñõîäèò ðåêîìáèíàöèÿ. Òîãäàñîîòíîøåíèå (30) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ ýëåêòðî-íà è ÷àñòîòîé èçëó÷àåìîãî �îòîíà, ïðè÷åì mvdv = hdν. ×àñòîòàèçëó÷àåìîãî �îòîíà ìîæåò áûòü ëþáîé, íî íå ìåíüøå ÷àñòîòû ïðå-äåëà i-é ñåðèè νi = −Ei/h, òàê ÷òî ïðè ðåêîìáèíàöèè èçëó÷àåòñÿíåïðåðûâíûé ñïåêòð çà ïðåäåëîì i-é ñåðèè. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò,÷òî
ǫci(ν)dν = nen

+hν
1

4π
βci(ν)vdvf(v).Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ (31) è äëÿ �óíêöèè Ìàêñâåëëà(25), à òàêæå ó÷òÿ ñâÿçü ñêîðîñòè ýëåêòðîíà è ÷àñòîòû (30), íàéäåì

ǫci(ν)=nen
+ 27π4

3
√

3

Z4e10m

c3h2

1

i3
gci(ν)

(2πmkBT )3/2
exp

(

− hν

kBT +
Z2χH

2i2kBT). (32)Ôîðìóëû (31) è (32) (áåç ìíîæèòåëåé �àóíòà) òàêæå áûëè ïîëó÷å-íû Õ.À.Êðàìåðñîì.Íàðÿäó ñ èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ èí-òåãðàëüíàÿ âåëè÷èíà, à èìåííî, êîý��èöèåíò ñïîíòàííîé ðåêîìáè-íàöèè. Ýòî ÷èñëî ðåêîìáèíàöèé â åäèíèöå îáúåìà â åäèíèöó âðå-ìåíè:
Aci =

4π

nen+

∞∫

νi

ǫci(ν)
dν

hν
=

∞∫

0

βci(ν)f(v)vdv.Åñëè âûíåñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ãàóíòîâñêîãî ìíîæèòåëÿ èç-ïîä èí-òåãðàëà, òî äëÿ êîý��èöèåíòà ðåêîìáèíàöèè ïîëó÷èòñÿ ïðèáëè-æåííàÿ �îðìóëà
Aci =

29π5

3
√

3

Z4e10m

c3h3

1

i3
gci

(2πmkBT )3/2 E1

(
hνi

kBT ) exp

(
hνi

kBT ) .Çäåñü E1(x) � èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ.3. Êîý��èöèåíò èîíèçàöèè. Ñå÷åíèå èîíèçàöèè íàõîäèòñÿòî÷íî òàê æå, êàê è ñå÷åíèå òîðìîçíîãî ïîãëîùåíèÿ � èç óñëîâèÿäåòàëüíîãî áàëàíñà ïðè ÒÄ�:
4πnikic(ν)Bν(T )

dν

hν
= nen

+f(v)vdvβci(ν)

[

1 +
c2

2hν3
Bν(T )

]

.301



Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå �îðìóëû Áîëüöìàíà, Ñàõà (äëÿ âîäî-ðîäîïîäîáíîãî èîíà g+ = 1) è Ïëàíêà, ïîëó÷àåì
kic(ν) =

1

gi

c2m2v2

h2ν2
βci(ν) =

26π4

3
√

3
Z4 e

10m

ch6

1

i5
1

ν3
gci(ν). (33)Ýòà îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ âîäîðîäîïîäîáíûõèîíîâ ïðè ïðîèçâîëüíûõ óñëîâèÿõ. Âõîäÿùàÿ â íåêîòîðûå âåëè-÷èíû ñêîðîñòü ýëåêòðîíà äîëæíà íàõîäèòüñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (30),ïðè÷åì, êàê è âûøå, �îðìóëà äëÿ kic(ν) ñïðàâåäëèâà ïðè ν ≥ νi.Ñîãëàñíî �îðìóëå (33) íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñå÷åíèÿ ïîãëîùå-íèÿ âñëåäñòâèå èîíèçàöèè íàáëþäàåòñÿ ó ãîëîâû ñåðèè, ò. å. ïðè

ν = νi, ïðè÷åì ïðè èîíèçàöèè èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ îíî ïðîïîðöèî-íàëüíî i.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ñëåäóåò íàéòè ñóì-ìó αb f(ν) =
∞∑

i=i0(ν)

nikic(ν), ãäå ν ≥ νi0(ν). Íàïîìíèì, ÷òî âûñî-êèå ñîñòîÿíèÿ íå îñóùåñòâëÿþòñÿ, õîòÿ çäåñü ýòî îáñòîÿòåëüñòâîíå ñòîëü ñóùåñòâåííî, êàê ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû ïî ñîñòîÿíèÿì,òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ.à á
lg[αbf(ν)/n1] + 19 lg[αbf(ν)/n1] + 19
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lg ν�èñ. 19. Çíà÷åíèÿ lg[αbf(ν)/n1] + 19 äëÿ T = T5 · 105,
T5 = 0.2, 0.3, 0.5, 0.7, 1 (à) è T5 = 1, 2, 3, 4, 6, 10 (á).Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâ-íîâåñèÿ, êîãäà ñïðàâåäëèâû �îðìóëû Ìàêñâåëëà, Áîëüöìàíà è Ñà-õà (íî íå Ïëàíêà), êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ âñëåäñòâèå èîíèçàöèè302



ïðåäñòàâëÿþò â òàêîì æå âèäå, ÷òî è êîý��èöèåíò òîðìîçíîãî ïî-ãëîùåíèÿ αcc: αic = nen
+k̃ic, ãäå

k̃ic(ν) =
26π4

3
√

3

Z4me10

ch3

gci(ν)

(2πmkBT )3/2

1

i3
1

ν3
e−Ei/kBT .Êîý��èöèåíò kic âûðàæàåòñÿ â ñì2, à k̃ic � â ñì5.Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåíû ãðà�èêè ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòèêîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ ïðè ñâÿçàííî-ñâîáîäíûõ (bound-free)ïåðåõîäàõ αbf(ν) è ïîëíûõ êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ α(ν) =

αcc(ν) + αbf(ν) âñëåäñòâèå òîðìîçíîãî è ðåêîìáèíàöèîííîãî ìåõà-íèçìîâ, âû÷èñëåííûå áåç ó÷åòà ìíîæèòåëåé �àóíòà äëÿ áîëüöìà-íîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèÿì àòîìà âîäîðîäà ïðè âûïîë-íåíèè �îðìóëû Ñàõà. Äàíû çíà÷åíèÿ lg[αb f(ν)/n1] + 19 (ðèñ. 19) è
lg[α(ν)/(nen

+)]+41 (ðèñ. 20) äëÿ òåìïåðàòóð T = T5 ·105 Ê. Âåëè÷è-íû T5 óêàçàíû îêîëî êðèâûõ. ßñíî âèäåí ïèëîîáðàçíûé õàðàêòåðçàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà îò ÷àñòîòû.×àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ ïðè ñâî-áîäíî-ñâîáîäíûõ è ñâÿçàííî-ñâîáîäíûõ ïåðåõîäàõ èìååò âàæíûåà á
lg[α(ν)/(nen

+)] + 41 lg[α(ν)/(nen
+)] + 41
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lg ν�èñ. 20. Çíà÷åíèÿ lg[α(ν)/(nen
+)] + 41 äëÿ T = T5 · 105,

T5 = 0.2, 0.3, 0.5, 0.7, 1 (à) è T5 = 1, 2, 3, 4, 6, 10 (á).àñòðî�èçè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ. Íàïðèìåð, èç-çà áîëüøîé âåëè÷èíûâòîðîãî ó ïðåäåëà ëàéìàíîâñêîé ñåðèè íåéòðàëüíûé âîäîðîä íåïðî-çðà÷åí äëÿ èçëó÷åíèÿ ñ äëèíîé âîëíû, ìåíüøåé 912�A. Ïðîïîðöè-303



îíàëüíîñòü îáðàòíîé òðåòüåé ñòåïåíè ÷àñòîòû ýòèõ êîý��èöèåí-òîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîäîðîä ñòàíîâèòñÿ ïðîçðà÷íûì òîëüêî âðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå. �àçðûâû â ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè ÿâëÿ-þòñÿ ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ ñêà÷êîâ â ñïåêòðàõ çâåçä.� 5. Ïîëíîå ñå÷åíèå ïðè êóëîíîâñêîìâçàèìîäåéñòâèè â ïëàçìåÌû âèäåëè, ÷òî ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïðè êóëîíîâñêîìâçàèìîäåéñòâèè ñîãëàñíî �îðìóëå �åçåð�îðäà áåñêîíå÷íî. Ýòîòðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ïðè âûâîäå äè��åðåíöèàëüíî-ãî ñå÷åíèÿ íå ó÷èòûâàþòñÿ ïîëÿðèçàöèîííûå ý��åêòû â ïëàçìå.Â ïîñëåäíåì ïàðàãðà�å ýòîé ãëàâû óáåäèìñÿ, ÷òî ó÷åò ýòèõ ý�-�åêòîâ äåëàåò ïîëíîå ñå÷åíèå êîíå÷íûì. �àññóæäåíèÿ çäåñü î÷åíüáëèçêè ê ïðîâåäåííûì â � 3 [16℄.Ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ ÷àñòèö ñ îäèíàêîâûìè çàðÿäàìè Z êó-ëîíîâñêàÿ ñèëà F ≈ Z2e2/b2 äåéñòâóåò â òå÷åíèå âðåìåíè t ≈ b/v,ãäå b � ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå, à v � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü. Èç-ìåíåíèå ñêîðîñòè çà ýòî âðåìÿ ∆v ∼ Ft/m ≈ Z2e2/(mvb), òàê ÷òî
(∆v)2 ≈ Z4e4/(m2v2b2).Â ðåçóëüòàòå âñåõ ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö ïðè çàêðåïëåííîé îò-íîñèòåëüíîé ñêîðîñòè v ñðåäíèé êâàäðàò (∆v)2 çà åäèíèöó âðåìåíèèçìåíèòñÿ òàê:

d(∆v)2

dt
∼ nv

∫

(∆v)22πbdb = nv
Z4e4

m2v2
2π

bmax∫

bmin

db

b
,ãäå n � êîíöåíòðàöèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñòèö.Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðèöåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ âûáèðàåòñÿ èçóñëîâèÿ, ÷òîáû íà ýòîì ðàññòîÿíèè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íàëåòà-þùåé ÷àñòèöû mv2/2 ðàâíÿëàñü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëå ìè-øåíè Z2e2/bmin: bmin = 2Z2e2/(mv2). Â êà÷åñòâå íàèáîëüøåãî ïðè-öåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ áåðåòñÿ ðàäèóñ ýêðàíèðîâàíèÿ Äåáàÿ:

bmax = rD =

(

4πZ2e2n
v−2

m

)−1/2

.Âðåìÿ τ ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè îïðåäåëèì òàê:
1

τ
=

1

v2

d(∆v)2

dt
= nv

Z4e4

m2v4
ln
bmax

bmin
.304



Äëÿ îöåíêè ýòîãî âðåìåíè çàìåíèì âñå âõîäÿùèå â �îðìóëó ñêî-ðîñòè íà èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ:
1

τ
= nv

Z4e4

m2(v2)2
2π ln Λ,ãäå ëîãàðè�ì îòíîøåíèÿ

Λ =
rD
rmin

=
1

4

√

m3

πn

1

Z3e3
v2

√

v−2íàçûâàåòñÿ êóëîíîâñêèì ëîãàðè�ìîì.Ïîëíîå ñå÷åíèå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ñâîþ î÷åðåäüîïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè
1

τ
= nvσ0, σ0 =

1

τnv
,òàê ÷òî

σ0 =
Z4e4

m2(v2)2
2π ln Λ.Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ìàêñâåëëîâñêîå, òî, êàê áûëîïîêàçàíî â � 5 ãëàâû III, v−2 = m/(kBT ), v2 = 3kBT/m è

σ0 =
2π

9

Z4e4

(kBT )2
ln Λ, Λ =

3

4

1√
πn

(√
kBT
Ze

)3

. (34)Êóëîíîâñêèé ëîãàðè�ì ñëàáî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ïëàçìû.Ôîðìóëà (34) î÷åíü ÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ îöåíêàõ.
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